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مي عه 


تهقديم 

تواجه المكتبة العربية فقراً فى عدد الكتب العملية بلغتنا العربية ناهيك عن أن الجامعات 
فى الكثير من البلدان العربية تقوم بتدريس العلوم باللغات الأجنبية مما يعيق حركت التقدم 
العلمى فالباحثين والطلاب على حد سواء يواجهون مشكلة التعامل مع المراجع العلمية باللغات 
الأجنبية. نحن أمة العرب من صدرنا العلوم لبلاد الغرب فحرينا بنا أن نبنى صرحاً من الكتب 
العملية باللغة العربية. ومما لا شك ان علم فيزياء الرياضيات هو أحد أهم الركاتز التى تبنى 
عليها العلوم المختلفة ٠‏ لذلك حاولنا ووفقنا الله في جمع أكبر قدر من الامكان لمعادلات 
الفيزياء الرياضية التي قد تساعد اي طالب في جميع المستويات الدراسية أو باحث في جميع 
المستويات العلمية و يحتاج للبحث أو المراجعة لأهم معادلات الفيزياء الرياضية في كتاب واحد 
باللغة العربية » و نأمل ان يساعد هذا الكتاب في تبسيط علوم فيزياء الرياضيات لسهولة سرده و 
تعدد موضوعاته و لشموليته فى هذا العلم الشيق. يعد الكتاب بداية لسلسة من الكتب العلمية 
المؤلفة باللغة العربى والتى سترتكز فى جميع أصدارتها على علم الفيزياء بمختلف فروعه. 


د / على عبدالله سعيد عبدالله 


د/ يحيى حمدى محمد البشار 


الباب الأول 
الباب الثانى 
الباب الثالث 
الباب الرابع 
الباب الخامس 
الباب السادس 
الباب السابع 
الباب الثامن 
الباب التاسع 
الباب العاشر 
الباب الحادى عشر 
الباب الثانى عشر 
الباب الثالثن عشر 
الباب الرابع عشر 
الباب الخامس عشر 


المجموعات ومنظومة الأعداد 
كثيرات الحدود 
نظرية الزمره 
المحددات و المصفوفات 
التحليل الإتجاهى 
الإحداثيات و الأشكال الهندسية 
الدوال 
النهايات والإتصال 
الإشتقاق 
التكامل 
المعادلات التفاضلية 
المتسلسلات اللانهائية 
تحويلات لابلاس 
طرق عددية 
نظرية الإحتمالات 


1102 
102 
166 
112 
1054 
207 
229 
2353 
200 
250 


الباب الأول 
المجموعات ومنظومة الأعداد 


الباب الأول 
المجموعات ومنظومة الأعداد 


1.) المجموعات 


يعد مفهوم المجموعة من المفاهيم الأساسية فى علم الرياضيات فلقد أصبح مفهوم المجموعات 
من معالم الرياضيات البارزه. ولقد كان لمفهوم المجموعات الأثر الأكبر فى مختلف فروع 
الرياضيات بالإضافة إلى أثرها الواضح فى شتى العلوم الأخرى. 
1) مفهوم المجموعة 
المجموعة هى كل تجمع معرف تعريفاً تاماً من عناصر متمايزة عن بعضها وتكتب 
عناصر المجموعة فى قوسين على الصورة [ ]. فعلى سبيل المثال مجموعة أعداد أيام 
الإسبوع ومجموعة الأعداد (2,5,7,9). وعلى النقيض فلا تمثل التجماعات الغير محددة 
كسرب الطيور أو مجموعة الزهور فى باقة ورد مجموعات حيث أنها ليست معرفة تعريفا تاماً 
ومحدداً. 
مثال (1): أي من العبارات التالية تدل على مجموعة ؛ مع ذكر السبب » وذكر عناصر 
التجمواهة؟ 
1) الطلبة الأذكياء في فصلك. 
2 الحروف التي تكون كلمة (مسمار ). 
3) الرجال الشجعان. 
4) مجموعة الرقم ( 12378 ). 
الحل : 
1 ) ليست مجموعة لآن لايوجد لها عناصر محددة. 
2 تمثل مجموعة لأنها تتكون من عناصر محددة تحديدا تاما وعناصرها إم» سء م؛ اء 


0 
03( لاتمئل مجموعة لأن عناصرها غير محددة تحديدا تاماً. 


6 


4) تمثل مجموعة »لأن عناصرها محددة تحديدا تاما » وعناصرها ( 21» 22 327»: 8 ). 


2) طرق كتابة المجموعات 
فين عن المسموطات بعد طرق مقلفة وريانها كما بلئن 
أ) طريقة السرد 
وفى تلك الطريقة يتم التعبيرعن المجموعة بكتابة عناصرها كاملة وذلك إذا كان عددها قليلآً 


نسبياً وفي هذه الطريقة يجب أن تتوفر الشروط الآتية: 
أ) تكتب العناصر داخل حاصرتين ١‏ ). 
ب) وضع فاصلة بين كل عنصر وآخر. 
ج) ليس من الضروري الترتيب. 
د) عدم تكرار عناصر. 


مثال (2): 
أكتب المجموعات التالية بطريقة السرد 
أ) مجموعة الأعداد الفردية من الواحد وحتى التسعة 
ب) مجموعة أرقام العدد 7755909. 
الحل : 
ْ) 
21570 


ب 


[,9,0,5,7) حلا 


ويلاحظ هنا أنه لا بد من عدم تكرار الأعداد (5:.7:9) كما ذكر أنفاً فى فى شروط كتابة 
المجموعة بطريقة السرد. 


لتعبير عن المجموعة بصفة مشتركة فيما بينها 
ش 7 5 ٠.‏ 
ب) الصفة المميزة | 5908 
| ذلك عن طريق التعبي 
و 


كتب المجموعات الآتية بذكر الصفة المميزة لكلا منها. 
مثال (3): أكتب المج 
ش (2,4,6) ]1 
ثلاثاء» الأثنين » الأحدء السبت ) - لآ 
لجمعة» الخميسء الأربعاءء الثلاثاء» 
[الجمعة؛ الخمي 
الحل : 


| أعداد 
.هو . : 
لصفة ١‏ ل ه ل 
لمجمو عة غ)[ مكتو بة بطريقة السرد ونكتبها با لف بأنها عة الا 
3 لل مكد ا 0 9 5 « : مجمو 
ظ أو نكتبها رمزي ر 
١‏ ظ ْ 5 | 3 1 7 أ 5 
1 6-6 
, حبةه | با 
الزو 0 لمحصو بين نكتبها على لصو 


1١-0 
- 4ى!‎ ١ )ل‎ 
1 : 4) م > 1 (عددا زوجيا‎ 
: > 7[ 


لرمز (:) 

7 وا 
بين 1 و 
حيث ل عدد زوجي 
3 الأعداد ل حب 
عه 
نقرآأ 
و 


يُقراء << حيث »» . ظ 0 
ظ عة تمثل عة أيام الأسد 
1 5 يام 
3 نكتبها بطريقة الصفة المميزة على أنها مجمو سبو مر 
3 7[ نكتد . 9 جح لآ 
0 
1 إأحد أيام الإسبوع 4 :2/) 


. 5 
شكل ٠.‏ 
داخل 
الك بكتا 
ْ : 3 لمجموعات وذلك د :. 
000 أحد طرق كتابة المح منحنى مغلق 
أشكال فن أحد 
تعد أن 
كبن 


3 0 3 1 
9 6 37 5 
3) المجموعات المنتهية و المجموعات الغير منتيهة 
أ) المجموعة المنتهية 
إذا أمكن حصر عدد عناصر المجموعة سميت مجموعة منتهية ومثال لذلك 
ب) المجموعة الغير منتهية 
المجموعة الغير منتهية هى تلك المجموعة التى لا يمكن حصر عناصرها ومثال ذلك 
4) المجموعة الخالية 
إذا لم تحتوى المجموعة على أى عناصر سميت بالمجموعة الخالية ويرمز لها بالرمز(0) 
ومن الأمثلة على مجموعة الأعداد الخالية 
1- مجموعة الدول العربية الواقعة فى أوربا 
2- مجموعة الأعداد الطبعية الأصغر من الصفر 
5) الإنتماء 
إذا كان عنصر ما أحد عناصر مجموعة ما فإنه يقال أن هذا العنصر ينتمى إلى تلك 


المجموعة والعكس صحيح ويرمز للإنتماء بالرمز(ع) أما غير الإنتماء فيرمز له بالرمز(©). 


مثال (4): 
إذا كان لدينا مجموعة الأعداد 

(2,4,6,8] - 1 
فإننا نقول مثلآً أن 


]ل © 2 


ل © 5 
6) المجموعة الجزنئية (الإحتواء) 
إذا كان كل عناصر المجموعة )3 ينتمى إلى مجموعة أخرى ل فإننا نقول أن 3 متحواه فى 


لا أو أن 6[ مجموعة جزئية من لآ ويرمز لها بالرمز (2). 


مثال (5): 
إذا كان 
(2,3,7 2خ 
(41,2,3,5,7 -[آ 
فإننا نقول أن 
7 2 
ولكن 
)1 > 1 
وتعنى (#) أن لآ ليست جزئية من 7 
مثال (6): 
إذا كانت 
(11,2,3 -<غ1 


فإن كل المجموعات الآتية جزئية من :7 


©,11[,12[,3[,11.2[1,1,3[,]2,3[,11,2:3( 
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7 العمليات على المجموعات 
أ) التقاطع 
إذا كان لدينا المجموعتان غ5 و لا فإن مجموعة العناصر المشتركة بينهما تسمى التقاطع 
ويعبر عن ذلك رياضياً كما يلى 


0014 

مثال (7): 
إذا كان 

(1,2,3 -غخ18 

(2,3,5 -[آ 
فإن 

(142,3 12م 

ب) الإتحاد 


رياضياً كالأتى 


انا كر 
(11,2,3,5 - لآلا 1 
وولااخظة يكنا بعد بكر ارد المناعمن: فى مسو مورعة الإتجداد 
ج) المجموعة المكملة 


هى العناصر التى تنتمى الى المجموعة (©7) ولا تنتمى إلى المجموعة (ل) أى إذا كان () 
و(8) مجموعاتان تحتوى كلا منهم على عدد من العناصر فإن المجموعة المكملة (6) هى 
المجموعة التى تحتوى الفرق بين المجموعتين 

(8 6 <«#,كل ع ع :2! ع 8 - 4م ع كلل 
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مثال (8): 
إذا كان 
(41,2,7 2خ8] 
(2,3,5) ]1 
فإن 
(11.7 سير 
(35 2 لآ 


د) المجموعة الشاملة 


مثال (9): 
(1,3,5,7) ع 12,3,5[,2 - 11,2,3,4[,1 <- غ1 
فإن المجموعة 
(1,2,3,4,5,7,8) - 6 


تسمى بالمجموعة الشاملة. 


مثال (10): اذا كانت 
(12,3,5,7 5-2 (5,6,7,8,9 ,3,4 ,11,2 ع بر (12,7,8 2 4 


فأوجد كلا مما يلي من المجموعات الاتية : 
1( المجموعة المكملة 486 من المجموعة ]آ[ 
2 كناك 
43 ك4 0 5 

الحل : 

(1 


12 


(5,6,9 ب1,3,4) - م - ير ح عم 
6 
(12,3,5,7,8 - ونا 4 
6 


(2,7) - 5م4 
1.) بعض العمليات الحسابية وخصائصها 
1) خصائص القيمة السالبة 
-هم- -ح (ط + ه)-. 3‏ 6ح رن-)-.2 
+ع ع وم د هع)- .5 


2) خصائص عملتى الضرب والقسمة 


1- 
0 
50 0 م 
2 
ان ال ب 
ع5 م6 اط 0م 
3- 
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0- ع (1)0-.1 


5ه ع زط )ره-) .4 


-4 











ل هت 11 
50 0 طم 
5 
0 _ ع0 
عط 
وأخيراً إذا كان 
6 _ 0 
4 م 
فإن 
١2‏ - 0ه 
مثال (11): إحسب ناتج ما يلى 
1 
21741111 1[ 7 
4 22 022 27 2202022771 
2 
2 2*1 21027 5 
55 5*7 10 5 7 05 7 
10 


1 7 _ 5120+ 736 600+ 252 52 
36 120 36 »>0 2002020 42320 00 


مثال (12): إحسب ناتج ما يلى 


-1 


14 


-2 


-2 


9 
5 
4 ' /16 
1 
2 7 + 4.75 
9 + 6.5 ج 0.65 


169 





71-6551665 
)1.2 + 36 + 1.2 + 0.25 - 1“ 


17 17 
7» [ (قدمه - مه + وي + »1 ) 
تت 0 


26 2-1 1 + ع 


9 + 6.5 ج (6.35 -7) 


١ ١ 5١ 169 
1.2 + 36 + 12 + 0.25 - 1» 22( + 
_ 01+99 10 
بع و‎ 
48 "5169 5 


7 1 
1“ +475 7 | (قدمه - عه جو + 
2 كه 1 : 
5 ْ 23 1 6 
15 19 17 1 3 2/17 6 
25 12 , 306" (200 - 4015 *2 _ 
00 33 29 53 4 5 
7 0500 63 
088 5117 6 
8 10 50 5 


57د 4 بد م 
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3) خصائص القيمة الصفرية (خصائص الصفر) 
لنفرض أن (©) و (6) عدادان حقيقيان فإن 
0--- 0-4 ,0 ع 0 -0 -2 0 ع 0 + 0 ع 0 + 4ه -1 
6 - 5 5 0 ع ه 0 -2 1 0 - 00 -3 


حيث يعنى الرمز (00) ما لانهاية أى أن القيمة الناتجة غير معرفة 


وإذاكان حاصل ضرب (4) و (8) مساوياً لالصفره فهذا يعنى أنه إما قيمة 


(©) تساوى الصفر أوقيمة (5) تساوى الصفر. 


1.) الفترات 


لشروط معينة حيث يعبر عن الفترة بقوسين يوضع داخلهما عددين أحدهم يمثل بداية الفترة والآخر يمثل نهاية 


الفترة وتصنف الفترات إلى ثلاث أنواع مختلفة بيانها كما يلى 


1- الفترات المغلقة 
وهي الفترات التي يكون عنصر البداية وعنصر النهاية ضمن عناصرها ويستخدم للتعبير عنها 
القوسين [ ]. 
والحرويو العامة لفق لتقل هن 
عد ,ط > 2 > 2:0 ح [5ره] 


أي أنها تمثل جميع الاعداد الحقيقية الواقعة بين 0 » 5 بما فيها .0 72 
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2- الفترة المفتوحة 
وهي الفترات التي يكون عنصر البداية وعنصر النهاية ليسا ضمن عناصرها ويستخدم للتعبير 
عنها القوسين ( ). 
و الصرون العامة للقارة المفتو حة وى 
(لاعد 2 ,ط > << > 12:0 ع (طبره) 
أي أنها تمثل جميع الاعداد الحقيقية الواقعة بين © » 5 بدون © 52٠‏ 
3- الفترة نصف المغلقة أو نصف المفتوحة 
هي الفترات التي يكون عنصر البداية ضمن عناصرها وعنصر النهاية ليس ضمن عناصرها أو 
العكس أي أن عنصر البداية ليس ضمن العناصر وعنصر النهاية ضمن عناصرها أو العكس. 
والصورة العامة لتلك الفترة هى 
(عاع< 2 ,رط >< > 12:0 ع (ط,ه] 
أي أنها تمثل جميع الاعداد الحقيقية الواقعة بين © » 7 بما فيها © وليس 7 
أو 
إكاعد 2 ,رط ع < > 12:0 ع [ط,ه) 
أي أنها تمثل جميع الاعداد الحقيقية الواقعة بين © ٠‏ 7 بما فيها م وليس .0 
1.) منظومة الأعداد 


العدد هو كائن رياضي يستعمل في العد وفي القياس. ويمكن تقسيم منظومة الأعداد إلى مجموعتين 


رئسيتين وهما مجموعة الأعداد الحقيقية ومجموعة الأعداد التخيلية وبيانها كالآتى . 
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1) مجموعة الأعداد الحقيقية 


مجموعة الأعدادا الحقيقية (19) هى المنظومة العددية التى تحتوى جميع الأعداد الموجبة 
والسالبة والكسور وتغطى مدى الأعداد الذى يبداء من سالب مالانهاية وينتهى بموجب مالانهاية 
بالإضافة إلى الصفر. وأطلق ذلك المسمى على تلك المنظومة من الأعداد " الأعداد الحقيقية" نظراً 
لظهور فكرة مجموعة الأعداد التخيلية. وتحتوى مجموعة الأعداد الحقيقية على عدة مجموعات 
فرعية من الأعداد بيانها كالتالى 
أ- مجموعة الأعداد الصحيحة (7) : وهى مجموعة الأعداد التى تبداء من سالب مالانهاية وحتى 
موجب مالانهاية بالإضافة إلى الصفر بزيادة واحد صحيح فى كل مرة. 
[... 1,0,1,2,3,4,5-,2-,3- 4 ر5 -...) -د 2 
تحتوى مجموعة الأعداد الصحيحية على مجموعة جزئية تسمى مجموعة الأعداد الطبيعية (17) وتعرف 
كالأتى : 
[... 10,1,2,3,4 ع ثلر 
أى هى مجموعة الأعداد الموجبة بالإضافة للصفر 
ومما سبق يممكن أن تقول أن 
8 © 7 ح ار 
أى أن مجموعة الأعداد الطبيعة ([1) مجموعة جزئية من مجموعة الأعداد الصحيحة (7) والتى 
تعتبر بدورها مجموعة جزئية من مجموعة الأعداد الحقيقية (19). 
ب- مجموعة الأعداد النسبية ( الأعداد الكسرية) (0) : هى مجموعة الأعداد التى يمكن كتابتها فى 


صورة بسط ومقام بحيث يكون كلا من البسط والمقام عدد صحيح و لا يكون المقام مساوياً للصفر . 
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أى يمكننا القول بأن مجموعة الأعداد الكسرية (0) هى مجموعة الأعداد التى يمكن وضعها على 


الصورة 


1 1 
23 


حم هوم 


ج - الأعداد غير النسبية (/0) : هى مجموعة الأعداد التى لا يمكن وضعها فى صورة بسط ومقام 
ومن أمثلة ذلك 
3 ,11/2 
مما سبق يتضح أن مجموعة الأعداد الحقيقية تمثل منظومة غير منتهية من الأعداد وتحتوى بداخلها 
على عدة مجموعات جزئية وهى مجموعة الأعداد الصحيحة. ومجموعة الأعداد الكسرية و مجموعة الأعداد 
الغيير نسبية . ويمكن تمثيل مجموعة الأعداد الحقيقية بيانياًعلى أنها خط مستقيم يشمل جميع الأعداد السالبة 


والموجبة» والكسرية وغير الكسرية كما هو موضح بالشكل (1.1) والشكل (2.1). 





شكل (1.1) + تمثيل مجموعة الأعداد الحقيقية بيانياً على خط الأعداد 
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مجموعة الأعداد غير الكسرية 


3 3 
2 17 11 لل 0 





شكل (2.1) : مجموعات الأعداد 
العمليات على الأعداد الحقيقية 
1) خاصية الترتيب 
تعتبر خاصية الترتيب من الخصائص الهامة لمجموعة الأعداد الحقيقية (12) وتتضمن ما يلى 
أ- إذا كان # © » فإن واحداً فقط من العمليات الآتية صحيحاً 
0 - 0 
أو 0 < 0 
حيث (0) عدد موجب يقع على يمين الصفر على خط الأعداد 
أو 0 > 0 


حيث (0) عدد سالب يقع على يسار الصفر على خط الأعداد 
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ب- إذا كان 8 © 5 ,ع فإن واحداً فقط من العلاقات الأتية يتحقق 
0 - 0 ,6 < 0 ,0 > 0 
2) خاصتى الجمع والضرب 
إذا كان 
8 © 0,2,6 
أى أن © ,5 ,0 أعداد صحيحية تنتمى لمجموعة الأعداد الحقيقية 


فإنه يمكن إجراء العمليات الأتية على مجموعة الأعداد الحقيقية 


8 عم + م . ع م » 0 
0 +م ح-ق + 1ن 0 مع م » 0 


(© + ط) +و0عدعم+ رمع 6) | (ء»« ط)<ا ه دع رط << 0ه) 
المعكوسس الجمعى للعدد © هو ه - | المعكوس الضربى للعدد © هو 
0 


حيث أن 0 - (0-) + © 


ا 1 


المحايد الجمعى لمجموعة الأعداد | المحايد الضربى لمجموعة الأعداد 
الحقيقية هو الصفر الحقيقية هو الواحد 


0 ع- مو+ 0 ع 0 + 0 0 - 0 1 - 1 » 0 











3( الطرح والقسمة 
أولاً: الطرح 


(-) + ه -[ - 0ه 
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وهذا يعنى أن طرح العدد 8 من العدد © هو جمع العدد © مع المعكوس الجمعى للعد / 
ثانياً: القسمة 


1 0 
77 
أى أن قسمة العدد ج على العدد 57 يعنى حاصل ضرب ‏ فى المعكوس الضربى للعد 8 
4) توزيع عملية الضرب على كلآ من عملتى الجمع والطرح 
© كا © + م كا © ع زه + 5) « 0 


© -ط << © ع زه - ط) »>« 0 


مثال (13): أوجد ناتج العمليات الآتية 


5 - 40 + 15 - 8< 5 + 3< 5 -ح (8 + 5)3 -1 
ه60 + ه20- ع 20 »ا ع3 + 20 ٠١‏ (5-) ع 36(20 + 8-) -2 
١0‏ + عط + 00 + عه ع (0 + ع)5 + (0 + 0)20 ع (0 + ع) رط + 0) -3 


0 + 0ه + عط + عه ع 0زط + ه) + عزط + ه) ع (ر0 + ع ) زم + 0) -4 
1 الأعداد المركبة 


مجموعة الأعداد التخيلية هى الأعداد التى تتيح توسيع مجموعة الأعداد الحقيقية إلى مجموعة 
الأعداد المركبة والتى تمكننا من إيجاد جذر واحد على الأقل لكثيرات الحدود ويرمز لها عادة بالرمز (8) 
ويمكن تعريفها على أنها القيمة التى تحقق 1- - 2: . وللأعداد التخيلية أهمياتها القصوى فى حسابات 


التيار المتردد وفى ميكانيكا الكم وفى علم الفيزياء عموما. 
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وتُعبر مجموعة الأعداد المركبة عن مجموع دمج الأعداد التخيلية والأعداد الحقيقية . ويعبر عن العدد 


المركب رياضياً 
0 + 0 داه 


حيث (8) هو الجزء الحقيقى » و (6) هو الجزء التخيلى من العدد المركب وأما الرمز (1) فهو يوضع عادة 


أمام العدد التخيلى لتميزه عن العدد الحقيقى فى مجموعة الأعداد المركبة. 


2 + تول. - |2 


وتلك القيمة تمثل المسافة ما بين نقطة الأصل و أى نقطة على الإحداثيات وتسمى فى بعض الأحيان قيمة 


العدد المركب بالمقياس أو المغيار. 
ومن ناحية أخرى فالأعداد المركبة يمكن أيضاً تمثيلها فى الصورة المثلثية على النحو التالى 
لنفرض أن 
6 زه ” ع م 056 7 ع 0 
إذن 
(6مذد ”): + (ر6 5م ) <- 2 
(6 مزه : + 0589»©)م - 2 
و أخيراً فالعدد المركب يوضع أيضاً على الصورة الأسية بالشكل 
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#رزو: + 6 ومء - 6أجع 


و يمكننا تمثيل مجموعتى الأعداد الحقيقية والأعداد المركبة بيانياً على محاور الإحداثيات المتعامدة كما هو 


موضح بالشكل (3.1). 


طا + 3 دج 





شكل (3.1) : مجموعتى الأعداد الحقبقية والتخيلية ممثلة على محاور الإحداثيات المتعامدة 
وعادة ما يتم تمثيل الأعداد التخيلية على المحور العمودى والأعداد الحقيقية على المحور الأفقى. 


نتيجة 1 معادلة أويلر: 
لجميع الأعداد الحقيقة 6 لدينا 
© صته 0+7 ومن - 16 


وتقتضى معادلة أويلر أنه لكل قيمة للزوية 6 لدينا 


1- “(©صته) + “(6 ومع)ل. - |6 صنو 6+7 ومء| - 


باستخدام معادلة أويلر نستطيع كتابة الصورة القطبية للعدد المركب على الشكل 


ا 








“أم. م ع (© صنو 6+1 وم) 7 - ج 


حيث أن || - ” هو مقياس ج و 6 هى زاويته. 
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أيضاً معادلة أويلر تقتضي إمكانية كتابة التعبير 2*7» حيث , و ( متغيران حقيقيان ٠»‏ على الشكل 


تو عد 


9م. “مح 6 


(طلة 7+ ترومع) *مح- 


إذاً مقياس 57 © » أي المسافة من نقطة الأصل إلى ”**© » يعتمد فقط على المتغير الحقيقي , و يحدد 
المتغير التخيلي «ر موقع العدد على الدائرة التي نصف قطرها ”© ومركزها نقطة الأصل. 
الشكل التالي يمثل جمع عددين مركبين #,5+ ,ه- ,ج و :رؤمّ+ يه- رج كجمع متجهات. يمثل العددين ,© ويه 


في اتجاه محور الإحداثيات الأفقي و ,5 وم في اتجاه المحور الرأسي . 


(وط+رم ١٠)‏ +(وة+,3 )-ج2+2 








شكل (4.1): الجمع الإتجاهى لعددين مركبينى 


التعريف القياسي لعملية الضرب لا يعطينا تمثيلاً اتجاهياً مناسبا. سنبدأ بكتابة الأعداد المركبة في الصورة 
القطبية وتطبيق معادلة أويلر لنجد 
م > (60 مذو :1 + ي6 5وم7)20 ع ,5 + يه ح رج 


2 - (ي6 دزو 1 + و6 2005 )72 - و8 + يه - و2 
و باستخدام خواص الأسس و معادلة أويلر مرة أخرى نحصل على 

((,0 + ©)صتو 1+ (ي6 + ©)ومه) جرم ع نلكظا اورم د طأامور. كأمررد رع:١‏ رج 
هو موظح في الكل الثاني 
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جه (ره+رة )| 
(و9*0 ١‏ أوير رمد ردرح 








شكل (5.1): حاصل ضرب عددين مركبين 
نتيجة (2) مقلوبات الأعداد المركبة 


تعطينا معادلة أويلر طريقة أخرى لإيجاد مقلوب عدد مركب. فقواعد الأسس تقتضي أنه إذا كان”؛م, - جح فإن 





نتيجة (3) معادلة ديموافر 


70 طلد 7+ 0576 - "(© طأو 7+ © ومى) 


هذه النتيجة تتتبع من معادلة أويلر لأن 


٠. .‏ / 1 1 . « 
0 +0570 - 0"أمد (66)- *(©6 مذو 6+7 ومك) 


معادلة ديموافر تعطينا طريقة مناسبة لإيجاد الجذور النونية للأعداد الحقيقية والمركبة. 

نتيجة (4) جذور الأعداد المركبة 

لنفرض أن , عدد صحيح موجب و ج عدد مركب. سيوجد عدد » من الجذور للعدد 2 ويمكن التعبير عن 
ذلك رياضياً بالآتى 
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لإثبات هذه النتيجة سنبدأ بكتابة «٠‏ و ج في الصورة القطبية أي أن 
(0 صذذ 0+1 وم»ع) ىع مدر و (©10أو 0+7 05م7)0 <- ج 
حيث 0< ,م و 0< 5. ليتحقق التساوي 
(517100 0»05710+1) ”5ح '(0) ملد 0+1 5م») ”5ح " برح (© ملو 0+7 7)005 - ج 
يجب أن يكون لدينا 
“ار دا ى و 6-0722 حيث م عدد صحيح . 
مثال (14): 


إذا كان لدينا : بحيث 1- -2: فأوجد قيمة 

“7 6) 
الحل: 
نبداء أولاً بتبسيط المقدار '- م فنحصل على 


إذاً 


مثال (16): 
أوجد قيمة 6ج إذا كانت 1/3 + 1- 2. 
الحل: 
أولآً نضع العدد 2 فى الصورة المثلثية حتى يمكننا تطبيق نظرية ديموافر 


2 - “(3/) + 12ل - اج دم 


1/3 
1 


مه ع 6 


ترج 12 
: 


8 إسن 


6 
[2 صنو1 +2 ومن] 76 - 5 151+ 0 -20.:. 


- 64 )1+ 1.0( - 4 
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نتيجة (4) :إيجاد مفكوك 20 مزه ,0 روه بدلالة قوى 0 بزو ,2050 
من نظرية ديموافر 


"(0 متوذ+ 50مع) - 0 م مرو ز + 0 دروم 
"(0 مذو ة) + .... +(0 مز0)15 0 +0"وم0 - 


حيث 1 عدد صحيح موجب 


وبمساواة الجزء الحقيقى بالحقيقى والتخيلى بالتخيلى فى الطرفين نجد أى أن 


1 1 
+40 مذة0 0 +20 مذة0 م -80ومع - 0ورومه 


,...+6 ذوزو0 -حممم | -0 مدى6 0 - 511110 


(1[+عا- 2(...6 -1()0- ممم _ زم 
1 لا 
مثال (16): 
أوجد مفكوك 00550 ومفكوك 1050ذو ثم اثبت أن : 
0 *مزو0+16>“مزو 501-12 وم 8ع6و 
الحل: 


من نظرية ديموافر ينتج أن 


)0 مذو + 50م») - 50 مزو 1+ 550م2 


5 
+(0 مزة) 0 »| |0 00 - 
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5 5 
+ )0 مز )0 عر اء )0 مز )0 را 
5 
)0 مذوة) + )0 مذوة) 06 + 


مثال (17): 
إذا كتبنا الحلول الستة للمعادلة 64- - 6 حجِ على الصيغة :4+5 حيث م وم عددان حقيقيان. فما هو حاصل 


ضرب تلك الحلول التي بها 0 < ه. 
الحل: 


معادلة ديموافر تقتضي أن الجذور السادسة الستة للعدد 


(5121 1 + 1 205ع)64 - 64- ح 6ع 


مكقح وى 0 646 - , ج 


هذه الجذور موزعة بمسافات متساوية حول الدائرة التي نصف قطرها 2 - “64 ابتدأ من 


+ -| 802 م | - 250 


حيث 0,1,2,3,4,5 <دع,/ 


كما هو موضح في الشكل أدناه» حلول 64- - 6 ج التي لها جزء حقيقي موجب هي 
وهذان عددان مركبان مترافقان. لذا فحاصل ضربهما هو 


4 - 7+ :(3/) - أوع| -وج١مج‏ - 20 
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مثال (18): 
لنفرض أن 7 عدد صحيح موجب وأن 6 و 2 حيث جر > 0>0. فما هي قيمة ل + "؟ 
2 2 
الحل: 
يكن درول "التناالة النتطلاة إلى ,تعاكلة قزبيعية قل ني الى القفورة 
0 -1+ ج(26050)-2 ج 
الصيغة التربيعية تقتضي كون 


_2 
02 21 0050 - نل ووم 4ف لدي قمع _- 2 


وحيث أن مقياس ح يساوى 1 فإن علاقة مقلوب العدد المركب تقتضي كون 
#مذة 0+7 05 ع (©8-)512 217 (6-)05» جد 3 


وتطبيق نظرية ديموافر على التعبير المعطى يحوله إلى 


م 





(©512716 1+ 057116ع) + (©716 لو 17+ 0»05760) - )+ 0 : 54ج 
0 - 
مثال (19): 


تقع أربعة أعداد مركبة على رؤوس مربع في المستوي المركب. إذا كانت 1+2 و2+7- و 1-27 ثلاثة 
من هذه الأعداد فما هو العدد الرابع. 
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الحل: 

يمكننا وضع هذا السؤال في صيغة مألوفة بملاحظة أن العدد المركب يُمثل بأخذ جزءه الحقيقي على 
المحور الأفقي (محور 6 وجزءه التخيلي على المحور الرأسي (محور ). فالشكل التالي يبين الأعداد 
المعطاة . 


)1.2( 
( 2,-10( 





)2,-1( 


2 
0 1,-2( 





فترة الخط المستقيم التي تربط (2,1-) و(1,2) تزيد ثلاث وحدات في اتجاه ,ر و وحدة واحدة في اتجاه بر. 
النقطة التي تقع عند نهاية الفترة الموازية و التي تبدأ عند (2-,1-) هي (1-,2)-(2+1-,1+3-) و تمثل 
العدد المركب م7م-2. 

لاحظ أن زوج النقاط (1,2) و(2-,1-) المُعطى في المسألة متناظر بالنسبة لنقطة الأصل و كذلك النقطة 
المُعطاة (2,1-) و النقطة الجديدة (1-_,2). إذاً العدد المركب المطلوب هو ,-2. 

مثال (20): 

يبين الشكل التالي بعض الأعداد في المستوي المركب. الدائرة هي دائرة الوحدة التي مركزها نقطة الأصل. 


فأي من هذه الأعداد قد يكون مقلوب "ر.. 
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الحل: 
يمكن التعبير عن مقلوب العدد المركب 0ع ج بالصيغة 


وبالتالي فإن مقلوب 7 له نفس زاوية مرافق . وحيث أن ب يقع في الربع الأول فمقلوبه سيقع في الربع 
الرابع وهذا يقتضي كون 0 و 4 الإمكانيتان الوحيدتان . حيث أن 7 تقع خارج دائرة الوحدة (مقياسها يزيد 
عن الواحد) فإن مقياس مقلوبها أقل من الواحد. فالإمكانية الوحيدة هي ©. 

حيث أنه المسألة لم تحدد عدداً معيناً في الربع الأول وخارج دائرة الوحدة فإنه يمكننا أيضاً حل المسألة بأخذ 
عدد معين و تحديد موقع مقلوبه » مثلاً إذا كان ,+1- جح فإن 


1-7 ج 1 


2 ]جز 2 
إذن 1/2 يقع في الربع الرابع و داخل دائرة الوحدة » لأن2 > 2/ - |1-2|. 
مثال (21): 
إذا عرّفناً متتابعة من الأعداة الركبة بالمعادلتين 0ت .و مد داري لكل عدد ضحيح موجب»ر: قا 
هي قيمة |ورمر | . 


الحل: 
كما في كثير من مسائل المتتابعات فإننا نأمل أن نجد صيغة متكررة للحدود. وبحساب بعض الحدود الأولى 


نجد أن 


:لح غَْ +( +1-)- رج 
بج - 7 +1-ح +“( )- وج 
إذاً فالحدود الفردية بعد 7-3 تساوى 


م2 - 1+7- 
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والحدود الزوجية تساوى 
يج -- 
حيث أن الحد المطلوب حد فردي فإننا نجد أن 
2 | +1[ إوورجا 
مثال (22): 
لنفرض 5 مجموعة النقاط ج في المستوي المركب التي تحقق كون 3+4:7(2) عدد حقيقي. فما الشكل 
الهندسى الذى يمثله شكل ى؟ 
الحل: 
لدينا أن 
37 - عر4) + ر مجك + 3<2) ع ( م« + عدار تك + 3) - جر 4ك +ة) 
سيكون عدداً حقيقياً إذا و فقط إذا تحققت المعادلة 
3+ ييه -0 
المعادلة السابقة معادلة خط مستقيم يمر بنقطة الأصل (ميله 4/3-) . 


مثال (23): 

بسط المقدار "1(7-  )7‏ *1(2+ ). 

الحل: 

زاوية العدد المركب1+ : تساوى 2/4 ومقياسه يساوى 2/.-1+ :|. زاوية العدد المركب1- : تساوى 
4 و مقياسه يساوى 2/. - |1- :|. بتطبيق معادلة ديموافر نحصل على 


أولاً: العدد المركب 1(2008 + 8) 
2008 2 2 2008 
2 زو لكو )0/2 2205( +]) 


3 نلك ملو 7+ 9 دا م 004 


((ج5027)طذو 1+ (ج5027)ومع) 21994 - 


01004 


ثانياً: العدد المركب 1(2098 - ) 
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2008 


37 . . 32 206 2008م 
مون عتوم) [0/2)- (1-2) 


- 21901 3)ومع)‎ ١.5027 +7 وذم)3١50272((‎ 


04 - 
إذن 
0- 20( -_]) - 200(ز + 1) 
مثال (24): 
إذا كان العدد المركب ج يحقق المعادلة 2+8 - | ج|+ ج. فأوجد قيمة| ج|. 


الحل: 

إذا كتبنا > كمجموع جزء حقيقي و آخر تخيلي على الصورة 
+ع« دج 

فإننا نجد أن 


+[ 2 برج عل+ «)- 7 + ة رول + بخ + برح 2+8 


إذا بن - 8 و 64+ :2 2ل + مرح ة برج ة رول + عر - 2 


بتربيع طرفي المعادلة 
4+ 2 جل - 2-2 
نحصل على 
4+ عرد 2 عر يرك -4 
وبالتالي 


5--<عن 


عملية التربيع يمكن أن تُنتج حلا خارجياً (ليس حل للمعادلة قبل التربيع) فنحن بحاجة إلى التأكد من 
كون (15-) حل للمعادلة الأصلية و هذا ما نجده لأنه لهذه القيمة 
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2 -15+17- - 64+ 225/. +15- - 64+ 15(2-)/ن +15- 
اذا 


9 -225+64 - 82 + 15(7-) - 2 برج مرح | ج| 


مثال (25): 
ل مول ترطس ذعيون + ذير د زيمم 


أعداداً مركبة تقع على دائرة الوحدة حيث 4 وم وء و4 أعداد حقيقية. فأوجد حاصل جمع مقلوبات جذور 


(2) م2. 

الحل: 

مقلوب العدد المركب ج يساوى 
1 
1 ا 
للك 


حيث أن جذور (+)م تقع على دائرة الوحدة فإن مقياس كل منها يساوى 1 . هذا يقتضي كون مقلوب كل 
جذر هو مرافقه المركب. أيضاً حاصل جمع الجذور يساوى عدد حقيقي م- وبالتالي فإن حاصل جمع 
الأجزاء التخيلية للجذور يساوى0. إذاً فحاصل جمع المرافقات المركبة لهذه الجذور يساوى مجموع الجذور 


أي ه. 


مثال (26): 

لنفرض أن 
0/2 )دعر 
2---1-) در 


فأي من الجمل الآتية غير صحيحة؟ 


(10-- تبرج تم (ب) لد ”برجت (ج) اد ”رج ()اسد "رجام 


(ه) 1--3بربتاعير 
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الحل: 
حيث أن ,م و م عددان مركبان مترافقان فإن مجموعهما يساوى مجموع جزئيهما الحقيقيين و هذا 
يساوى1--. بكتابة « و ر في الصورة القطبية 


3 +1- 
ع سح ير 


. . 3 272 
-ل مو 7+ لوم 
3 3 2 


3 -1- 
22-6 7 لح نر 


2 


4 . . 47 
و ا كح 





نجد من معادلة ديموافر أن 
س4 . . جلك 5 
بو - جح نزو 1+ جل ومن - أذينر 
3 3 
 . . 27‏ 7 272 52 . . 82 0 
عر- جد وزو 1+ جد ون - ل وزو [ دج ون د نل 
3 3 3 3 
67 . . 672 1 
1- ح نزو 7+ جومم د ذينر 
3 3 


12 . . 1272 1 
لل ات 0 


و بالتالي إذا لم تكن م من مضاعفات العدد 3 فإن 


1خ ك روع يرك “روم ير 
و إذا كانت م من مضاعفات ١‏ فإن 
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إذاً فالجملة الغير صحيحة هي فقط (ج). 


مثال (27): 
ما هو حاصل ضرب الأجزاء الحقيقية لحلول المعادلة م5-5- ج-2ج؟ 
الحل: 
اول تان يدون ينه امازل اللريوية عن الشقل 
1+ به ”5 و ,1+ يه- :1 
نجد أن 
((يطا+ يه) - ع)((,ط1+ ,ه)- ع) - (:5 +5 )+ ج- * ج-0 
بما أن مجموع الجذران يساوى سالب معامل الحد الخطى فإن 
(وط+ ,ر2) 1+( يه + ,ه) - ,1+ يه+ ,186+ به- 1- (1-)- 
بمساواة الأجزاء الحقيقية والأجزاء التخيلية نجد أن 


0+ به -1 


6+ ,مع 0 
و حيث الحد الثابت يساوي حاصل ضرب الجذرانء فإن 
(,1- ي4ه)(,ط1+ به) - (ر16< يه)( ,18+ ,4) - 51 +هذف 


ب(,ه- يه) :+ + يه,ه - 


بمساواة الأجزاء الحقيقية والأجزاء التخيلية في هذه المعادلة نحصل على المعادلتين 





درم 


4- يكل 
سنربع المعادلة الثانية و نعوض بالقيمة الناتجة عن 52 في المعادلة الأولى . قد يبدو أن هذا غير مجدي لكن 
باستخدام 1- يه + به نستطيع تبسيط هذا التعبير 

5 25 


ملس ب لت -ح م 
2 0 2 1 
4 + ي200 - وه 2 (,4 - يه) 


00035 25 7 25 7 
يهره4 -1 يمرع4- “(برهديه) 2 يمبه4- ( نه + يمره 2 + يه) 
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إذاً فلدينا 


25 
و04 هك -1 


و نستطيع تحويل هذه إلى معادلة تربيعية في يه,.ه هي 


(5- يهبه6()4 + يهره) - 30- ( يه19)0 + “(يهه)4 ك0 





-5-- 7 ط- 5- - ي0به 


إذاً إما 
6- - 0,0 أو 4 / - ي4.0 . 
لكن الحل الثاني حل خارجي (ليس حل للمعادلة الأصلية) لأن 


0 > 2ط- ك- - يوره. إذا 6-- ي40. 


إذا كان العدد المركب يكتب على الصورة ل + 4ه فإن مرافق العدد المركب (العدد المركب المصاحب) 


يكتب على الصورة 17 - 4. وفى حالة ضرب العدد المركب فى مرافقه نحصل على الآتى 
2 ] ع طم +داطهخ - كم ع ((خ - ه)(ط: + ن) 


( عدد حقيقى ) 2 + 2م - 


العمليات على الأعداد المركبة 


على حدا كالأتى : 
(0 + 5): + ه + ه) ع (0: +دع) + رم + ه) 


(0 - 56): + نه - 4) ع (0: +دع) - رم + ه) 
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الأعداد المركبة يمكن ضربها كما هو المعتاد بالنسبة لعمليات الضرب العادية وذلك عن طريق ضرب 


الأجزاء المختلفة ببعضها مع إستبدال (1- -ح 2]) 
0 -لد طءة + 1040 + عه ع (0: + ع) (16 + ه) 
(5 + 00): + (50 -دعه) ح- 
وفى الصورة المثلثية: 
6 طذه :1 + ي6 05»©) 2 ح ره 
( 151262 + ,6 7:)26»05 <ح- رةه 
(ج6 + ,12)6 1 + (م6 + 12 0050)6) 1117 - ركرة 
ويمكننا أيضاً قسمة الأعداد المركبة وذلك عن طريق ضرب المقام والبسط فى مرافق المقام 


(19 -ع)(طأ + ه) _ ر12 د ع) رط + ه) _ (طا+ هم) 
(02 + 2ع) ( 2 109 حع)(10+ع) (10+ع) 


وفى الصورة المثلثية 


0 1 271 
((62 + ,512)6 : + (و6 + 005)62) خ ع حل 
12 22 


مثال (28): 
1- إذا كان 
[2 + 1 ح لا [-3- 7 
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(8 -3 -ح [م - 3 -22 -6 - ((2 + 301 -((-2)3 - 37 -22 


ب 


(1 -)2 -ز5 + 3 ح 5ز2 -زم6 + ز-3 - (ز2 + 1)(( - 3) - /ااج 


ز5 + 5 - 


ع( 
(25 2 +27(032 + 1) - 2(-هع)س - 22 نافع 


[20 + 10 -ح (2,7 + 10)1 - 


د 


مثال (29): أوجد حل المعادلة التالية 
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الحل 
لنفرض أن 
زا + 2 جاه 

إذن نجد أن 

:+1 -ح 27(ربن + «) - 22 

+1 - 2ربنو- إزرومر2 + 2ن 
مقاركة التغاداات على طرف العادلة 

010 1 -2نخ- ةير 

)2( 1 ع 217 
من المعادلة (2) نحصل على 

03( مكدر 


وبالتعويض من المعادلة (3) فى المعادلة (1) 


بضرب طرفى المعادلة السابقة فى 42 


ومن ثم نحصل على 


22-1+ 


2 
-- 0 - 2 
212 
1 
جح لد اد 2 
112 ك4 
#ير4 - 1 - 4ر4 
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40( 0 -1- 2ر4 - كةر4 


بإستخدام القانون العام يمكننا حل المعادلة (4) كما يلى 


02 1 _ 2امه + 4 _ 21/32 4 _ 16+ 41/16 _ 


2 
5 8 8 8 2 


ومن ثم نجد أن 





1+2 
+ ح عر 


5 اك 


وبالتعويض من المعادلة (5) فى المعادلة (3) نحصل على 


1 1 1 
0/1412 12+ 4)1 1+2 
اه 5ل 


من المعادلة (5) و (6) نجد أن الحل العام للمعادلة ‏ + 1 - 72 يعطى على الصورة 


(6 


1 1+2 
ا 


مثال (30): أوجد الحل العام للمعادلة الآتية 





2 - + 


0 -1 + ج(: + 3/) + 2ج 
الحل 


بإستخدام القانون العام نجد أن 


-)00/3 + :( + |) + (“ -4 


2 


02 


-06/3 + 2 + |)3+ 23:- 1( - 4 


2 


5 33 + 2-/0خ ( +1 00/3 دي 
ا ل 


لنفرض أن 
2( 31 + 2- ع 2ررا 
وبوورضع 
بذ ع عر ح ميا 
إذن يمكننا كتابة المعادلة (2) على الصورة 
)03 + 2س ع إرو2 + يو 2م ع تبن 


بمقارنة معاملات الحدود التخيلة والحقيقية على طرفى المعادلة السابقة 


)4 2 ح 2ب شير 
05 3 ح-ح بو21 
من المعادلة (5) نجد أن 
1/3 
6 --- 
6( 0-7 
وبالتعويض عن قيمة (97) فى المعادلة (4) 
3 
ساح 00 - 22 


إذن 
0 -2-3ع2 -4ع 
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0 -(3()22-1 + 2ن 
إذن 
0 >-(22-1) 
7( 1+ - عر 


وبالتعويض عن قيمة (<) فى المعادلة (6) 


4 3 - 
ومن ثم نجد أن 
(3/+1) 21و 
2 0 
إذن 
1/3(1) ولك 1 
2 فك 
أو 


:(1/3 + 1) -3/و 1 _ 
ا 
مثال (31): أوجد الجذر التكعيبى للواحد 
الحل 


إيجاد الجذر التكعيبى للواحد يعنى أن نقوم بحل المعادلة 


يكنا ككاية التعاكلة الناقة علي الصوورة 
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0 ع (1 +ج + 1()22-ج) 
إذن 
0 -(2+1 + 2ج) أو 0-(72-1) 


ومن ثم نجد أن 


وبحل المعادلة الثانية بإستخدام القانون العام 


-1 + 1/12 - 4 _ -1 +31 


- 11-9 2 
9 9 27 (1 + ج + >ج) 


إذن هناك ثلاث قيم للجذر التكعيبى للواحد وهى /1017- 





و1 


2 


مثال (32): 
الحل: 





؛ - 57 - ()1 مم 0 7/2 1+ 1ل دم 
3 151+ 1 0 
4 4 
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مثال (33): 
ضع العدد المركب 


فى الصورة المثلثية والقياسية. 
الحل: 
نضع العدد 2 فى الصورة القياسية أولاً 


(فه +6 -نةه-3 _ نج 0 - 6-102 _ 
72+ 4) 0-17 1ض ة) 


2 
اك +0 ا 
25 25 


ثانياً نضع العدد المركب فى الصورة المثلثية 


1) الأسس و الجذور 


1) الأس 
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لنعتبر أن لدينا عدداً حقيقى (») و كان (2) عدداً ينتمى للأعداد الطبعية فإن 
- 


أى أن الأس النونى للعدد () يساوى حاصل ضرب (2) عدد (2) من المرات 


مثال (34): 
4 - 8 8 ح 82 -1 
2212-8 - 23 -2 
م - (6 © - () -ة 
خصائص: 


إذا كان (2) و (22) عددان صحيحان موجبان وكان 0 22 5 ,0 فإن 





“م 15 1ن فت 5 
م 2-7 عن 
1 
ا ا 0171( ل 0 الي س التي )ع اقبي 
"06 "مسد "رضم 
باه 4 
مثال (35): 
2-3 - 2-3-2 1 -2(0-) -1 
7 - 52+45 5 2 32ح _ 2(3-) 
2 حت 2 - 25 > 24 -4 ار -3 
1 28 
12-2 تت 4-3ي تت 0-3) 6 تت 2-2 يت 23-5 ةك ده 
4 25 


2 الجذر 


يسمى العدد (2) بالجذر النونى للعدد (3) إذا كان 


1 


2 - 0 
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حيث (0) عدد طبيعى أكبر من الواحد و 19 © م ,0 
واتقتة الضف الز ياي اذلك كل الصدورب 


1 


7 ع و/ة دعر 


ملاحظة : 


إذا كان () عدد طبيعى زوجى وكانت قيمة العدد () أقل من الصفر فإن قيمة الجذر 5/0 تكون غير معلومة 
فى مجموعة الأعداد الصحيحة. 


أ) الجذور التربيعية 
إذا كان 8 © 0 حيث أن 0 < هج فإن 
-ج7 


حيث ( عدد حقيقاً ليس سالباً مربعه هو © ( أن أى 4 - 52) 
خواص الجذور التربيعية 


إذا كان ير © 5 ,ره فإن 


1. 
طلد »ا واد - نواه 
والعكس صحيح حيث 0 < 5 ,0 < 0 
2 _ه 
8 5-7 
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والعكس صحيح حيث أن 0 2د 5 ,0 < ©. 


3 ه - ولد »ا واه 


والعكس صحيح حيث 0 < 0. 


الجذر التربيعى لعدد مركب 
نفرض أن العدد المركب المراد إيجاد جذره التربيعى هو 16+ 2 - 2 » ونفرض أن 
بذ +ع - 2ل 
بتربيع الطرفين » إذن 
و2 + (2:ر - 2ير) ع (خ دعر)(جة +ير) - 5[ +ن - 27 
ومن تعريف تساوى عددين مركبين نحصل على 
)1( مت ودتع 


)2( 0 >- 238 
بتربيع (1) و (2) والجمع نحصل على 


)03 2+ واد 2وبتعم 

من المعادلتين (1) و (3) نحصل على 
لد يدر لد بين 

2 2 
ولاختيار '( , نأخذ فى الاعتبار المعادلة رقم (2) فإذا كانت 0 < 8 فإن اشارتى لإ ,ا نفس الاشارة وإذا 
كانت 0 > 8 فإن إشارتى /ا ,<< مختلفتين. 
مثال (35): أوجد الجذر التربيعى للعدد المركب 81 - 15 - 2. 
الحل: 

نفرض أن 
بوذ + عر - زع - 15ل 


49 














إذن 


و2 + (2بو - 2عر) - (بوزذ+ ع:)( نوز + ع) د زع - 15 


(1) 5 72ت ير 
)2( 8- - 23 
بالتربيع والجمع نحصل على 
)03( 7- "1 ير 
من (1) و (3) نحصل على 
1+-<9, 1+4دع 
ولاختيار / ,2 نأخذ فى الاعتبار أن حاصل ضربهم مقدار سالب وذلك من المعادلة (2). إذن الجذر التربيعى 
للفو الموكتع ب انا 
4+1- 
أو 
4-1 


الجذر التربيعى لمعادلة الدرجة الثانية 
نعتبر الآن المعادلة العامة من الدرجة الثانية 


8-0 + ين + 22 


ذات المعاملات المركبة. فيكون جذور هذه المعادلة كما هو معروف 


2 
وتؤول مسألة إيجاد جذور المعادلة السابقة إلى ايجاد الجذور التربيعية للعدد المركب 8 - -> . 
4 
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مثال (36): 


أوجد جذور المعادلة 2-0 +22 + 22 


2 
0 
5--8-1-2--1>0 
1 6 


فإنه ليس لهذه المعادلة أى جذور حقيقية. بتطبيق ما سبق نجد أن جذور هذه المعادلة هما 
1-1- , 1+1- 


ويجب ملاحظة أن هذان الجذران مترافقان. 
مثال (37): 

أوجد جذور المعادلة 0- (201 -8-) + 61(2 -4) 22 
الحل: 


7 


2 1 
52525 )61 ة 4 
4 2 
20 +4-9-121+8ل. + (31 -2) - 


- )2-31(+-/3+8[ 


ولإيجاد 81 +-3/. نفرض أن 
157 + ع ع 81 + 3 


بورز2 + 2 بو - 2 عر د زع +3 ب 
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(1) فوت فهو : 
)2( 29-8 
بالتربيع والجمع 
3١‏ 0 
من المعادلتين (1) و (2) يمكن تعين قيم 9 ,2 الممكنة » ومن (2) يمكن تعيين إشارة كلا من /9 ,< ثم نعوض 


فى قيمة 2 لنوجد قيمتان لها. 


ب) الجذور التكعبية 


إذا كان 8 © 0 
فإن 
5 ح ولا 
هو العدد الذى مكعبه © أى أن 
0 - 3م 
خواص الجذور التكعيبية 
إذا كان 8 ع 5 ,» فإن 
1. 6 »> م/ - 5 »ا و 


_ هاه 
2 2-5 : 
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000 
0 د 3/02 - و/أ 0 
مثال (37): 


0 -ح 10(2)/,. - 1/100 -1 


27) - 2(7)/. - 8/د -2 
35-18-7702 

غير معرف -ح ١/-4‏ -4 

2 - 2(3-)/7 - 8-/ة -5 

36 ع (1/33:3(6 - 3/27:18 -6 

ترر“عر2 ع (231:030)6(706()5// - 15ر8 1مر8/ة -7 


1 
3 


'(52) - 1/5 و 
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تمارين 
1- حدد أى التجمعات التالية تمثل مجموعة وأيها لا يمثل مجموعة مع التعليل 
أ- أحرف هجاء اللغة العربية 
ب- عدد الدول الأعضاء فى جامعة الدول العربية 
ج- سرب من الطيور 
ح-الأعداد 1» 2؛ 23 4 5 
2- مثل المجموعات الآتية بأشكال فن 
أ- مجموعة أشهر السنة الهجرية 
ب- مجموعة الأرقام الفردية المحصورة بين 1 و12 
ج- مجموعة الأرقام الزوجية المحصورة بين 6 و 18 


3- إذا كانت 
لطع رع ,ل ن ,طبة! - غ1 

(ع بل ن ,رط ,ة! ع [آ 

(1رعء ,0ن - 2 

لطون ,ط,ة) - 6 

فأوجد ما يلى 

لالا كا -1 
7لا -2 
017 -3 
م + 
لالا لكا -5 
7ل ل ) -6 
767 نا 6) -7 
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4- حقق العلاقات الآتية 


(6 نا ك4) 6 (8 نا م) ع ()6 6 8) نا 4م -1 
(6 46) نا (8 46) ع () نا 8) م4 -2 
ل - رن لا 8) 6 ك4 -3 
م - (0 م 5) لا كل -ك4 
(0 -8)ن (8-م) - (0م8) -م -د 
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الباب الثانى 


كثيرات الحدود 


56 


الباب الثانى 
كثيرات الحدود 
2) تعريف كثيرة الحدود 
تسمي الدالة ()م المعرفه بالشكل التالي 
(2.1) و علد عريو ١‏ ند 1 “تهون برج عد اتويت كت (2) /ر 


كثيرة حدود من الدرجة (7) بالنسبة للمتغير(2 ) حيث أن (7) عدد صحيح موجب و (,,ب0) 


معاملات الدالة حيث أن 





0 ع رربه 
معامل الحد من معاكل السارمق 
الدرجة الأولى الدرجه الثانية 
الحد المطلق 23 
(المعامل الثابتُ) 6 +  2«‏ يم ب تيري 
٠١‏ 3 بر 7 
ا أ 
الحد الرابع الحد الأول 


فكل (1:2): تقل الحدوك والسانالات المخلقة لكثير #الحدود 
إذا كانت 0 تو فق العادلة (12) شسى :ضفر كثيرات الحدره ركني غلى الصورة 
(2.2) 2 0-(#2)/ 
ونقول أن كثيرة الحدود من الدرجة الأولى إذا كانت أعلى قوة للمتغير () تظهر في المعادلة هي 
والخن وتم الاززيدة الكانية إذا كافك اطلى قرع ل القعري يوون النين ركذا 
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مثال: حدد درجة المعادلات الخطية الآتية ثم حدد معامل أعلى قوى فيها 
عر + 3ير - 46 -2 6 - 2ير5 + 3بر -1 
تيو ل ومع 2 + 3ر7 - 2ر5 -3 
الحل 
1- المعادلة من الدرجة الثالثة ومعامل اعلى قوة هو الواحد. 
2- المعادلة من الدرجة السادسة ومعامل أعلى قوة هو أربعة. 
ذه التحاظلة دخ الفدحة القالقة ومحايل افلر كو هو ممعة 
4- المعادلة من الدرجة الثالثة والأربعون ومعامل أعلى قوة هو الواحد. 


فثال: اوعد حل المعادلالة الحطية الابيد 


إذاكانت:. ديد 3 +20 + ةر 4ع3- -1 
إذا كانتت 22 2 21د ع2 سد ةير ند 2يو5- :2 
إذا كانت 15 22 عو ع ةي 
الحل 


1- بالتعويض عن 1 -م 


9 - 3 + (20)1 + 1(3) -3)1(4- 
وبالمثل فى الفقرتين (2) و (3). 


2) العمليات على كثيرات الحدود 
ليكن لدينا كثيري الحدود التاليين 


مه + عديه ١‏ + 1أيو_ يبه + ا"عدرره - (20) /ر 
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مط ع عويط ٠.١‏ + 7-1يو_رررط + “7عترررط ع (22) 9 
فإن 
1) تساوي كثيرات الحدود 


نقول عن كثيرقى الحدود () م و ()0 أنهما متساويان إذا كان 


2 عمليتى الجمع و الطرح 
لجمع أو طرح كثيرات الحدود فإننا نقوم بجمع أو طرح معاملات الحدود المتشابها 
بإستعمال قوانين الجمع والطرح العادية. 
فعلى سبيل المثل بالنسبة لعملية الجمع إذا كان 
5 يم + 6# ع (:)] 
4 +3 - 22 - (2) 0 
فإن 
1 -42 + 2هيز8 ع (2)و + (2) عر - (2) لز 
وبالمثل بالنسبة لعملية الطرح فإننا نقوم بطرح معاملات الحدود المتشابها 
تمرين: أوجد ناتج حاصل جمع أو طرح ما يلى 
(9 - ع5 + 3,:2-) + (5 + يمرم - 2ه) -1 
(7 + مو3 ح 2رية) + (7-:و3 + 3رر5) -2 
3) عملية الضرب 
تختلف عملية الضرب لكثير الحدود عن عملتى الجمع والطرح ففى حالة ضرب كثيرات 
الحدود يتم إستخدام خاصية التوزيع لإيجاد ناتج عملية الضرب ولنعطى مثالاً توضحياً 
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يعطى حاصل الضرب لكثيرتى الحدود التاليتين على الصوره 
3 - مره + ير ع (22) /ر 
4 + « - )و 
(4 + ») »* (3 -دعيه + 22ن) ع )و »ا 20) ز 
(3 + بره + 2عر)4 + (3 ح مرك + )عر - 
2 + برق + 2ير4 + عر3 - 2ر4 + 3ير 
ويتجميع الحدؤة المتشابينة 
2 + بر5 + 2برق + 3ير 
2) خواص العمليات لكثيرات الحدود (الجمع والطرح و الضرب) 
[ - الإبدال : لأي كثيرقى حدود (*) و (*) ع يتحقق 
() 1 + (*) ع - () ع + ل ل 
0 1 ؟ا ل ع - ( ع << 00 ل 
2- التجميع : لأي كثيرات حدود (*) “رو (*) ع و (5)2 نجد أن 
(عغط + [لمع + ( ر] > [لعط + رومع ] + بن ل 
(عغط << رسع << 0 [] > اط + ممع ] »ا نه ل 


3- التوزيع : لأي كثيرات حدود () ,و (*) ع و (8)5 يتم توزيع عملية الضرب على عمليتى الجمع 
والطرح كما يلى 


ب#عط نمع ع عط ] ع (ععطزروع + رس ا 
(8)ع »اط 2 2 ز ا لط > [رهع + ( [| ا عط 


4- لأي كثيرقى حدود () ,و (2*) ع يوجد كثيرة حدود (:)[ يحقق المساواة التالية 


(#«اط غ رومع - ( زر 
4) قسمة كثيرات الحدود 
لتكن («) 1 و (*) ع كثيرةى حدود بحيث أن 0 عد (*8)ع و درجة كثيرة الحدود (2) [ أكبر 
أو تساوي درجة كثيرة الحدود ()ع فإنه ينتج عن قسمة ()] على (2)ع كثيرقى حدود (102 و 
()2 على الصوره 
(8 + وعطرومع - عار 

حيث (2«)/ و ()2 يتعينان بشكل وحيد . و درجة كثيرة الحدود ()8 أصغر من درجة كثيرة 

الحدوذ (8)50 . 
و نسمي كثيرة الحدود ()] بالمقسوم و كثيرة الحدود (*)ج بالقاسم ( أو المقسوم عليه ) و كثيرة الحدود 
()2 بحاصل القسمة و كثيرة الحدود () / بالباقي القسمة . 

وممكننا: تكليصن التعطو نت اللاقية اككراء عنلية قهننة كقرزات الحدود :كما يبلن 

لنفرض أن لدينا كثيرقى الحدود () ', و (2) ع والمطلوب إيجاد خارجة قسم كثيرة الحدود () / 
على كتيل الحدوة رب 9 

1- قسمة الحد الأول من (*«) / على الحد الأول من (:) ع 

2- نضرب الناتج من الخطوة السابقة فى جميع حدود (©:) 8 

3- نطرح الحدود المتشابهة ونجمع الحدود الغير متشابهة 
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مثال : إذا كان 
6 + 2ر5 + تير + 624 ع (2) /ر 
2+ 22 - ير + 23 ع (2) 9 
أوجد حاصل قسمة (2)ث/ على (2) 9 


الحل : 


31+ 2 





6 + 22ر5 - ةير + 64 |2 +ع2 7 2عر - 35ر2 
6 + 6:2 - 3:3 - 61:4 
6 +62 - 2عر + 3و4 
4 + عر4 - 2:2 - 3ر4 
312 
ومن ثم فإن ناتج حاصل قسمة يكون 


50 + عط رومع - رمز 
2+ ع2 - 5ر3 + (2 + عنر2()3 +2 - شير + 3ير2) ع (22) /ر 
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الخواص الأساسية لقسمة كثيرات الحدود 


-1 


-2 


-3 


-5 


-6 


02 


إذا كان ()/ تقبل القسمة على (72) 9 و ()0 تقبل القسمة على («)8/ فإن (2) / تقبل القسمة 

على (<) 0. 

إذا كانت (#) م تقبل القسمة على ()9 و ()9 تقبل القسمة على ()/ فإن العلاقة التالية محققة 
0 عد ع2 () 0 » 2 ع (2) /ر 

والعكس أيضاً صحيح فإذا تحققت العلاقة السابقة فإن كلا من (2) م و ()9 يقبل القسمة على 

الآخر. 

إذا كانت ()/ تقبل القسمة على (0)7 فإن جداء (أى حاصل ضرب) ()/ بأى كثيرة حدود 

أخرى يقبل القسمة على () 0. 

إذا كان كلاً من (2) / و (2) و/ يقبل القسمة على ()9 فإن حاصل جمعهما وحاصل طرحهما 

وجدائهما يقبل القسمة على (3) 0. 

كل كثيرة حدود تقبل القسمة على كثيرة حدود من الدرجة الصفر أي تقبل القسمة على عدد 0 عد ©. 


إذا كان (2) / يقبل القسمة على () و فإن () / .ن يقبل القسمة على ()ع حيث 0 ع7 0. 


تحليل المقادير الجبرية 

يعنى تحليل مقدار ما إعادة كتابته كحاصل ضرب لعدد من العوامل الأوليه والتى لا يمكن تحليها 
لحؤامل اسك مده 

أ) قواعد التحليل 


1- بإستخدام العامل المشتررك 
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العامل المشترك هو العدد أو المتغير الموجود فى كل حد من حدود المقدار الجبرى ونستطيع 


قسمة كل حدود المقدار عليه ويكون خارج القسة بدون باقى. 
الفرق بين مربعين 
إذا كان لدينا مقداراً جبرياً عبارة عن فرق بين مربعين كما يلى 
1 00 
ويتم التحليل طبقاً لما يلى 
(الأول)- (الثانى)2 ح (الأول +الثانى)(الأول - الثانى) 
ومن ثم فإن 
(مز - :)زر + 2 ع شير 2ر 
الفرق بين مكعبين 
إذا كان المعطى مقداراً جبرياً معبراً عن الفرق بين مكعبيين كالأتى 
3-0 
فإن تحليل هذا المقدار يجرى على الصورة 
(الأول)*- (الثانى)* - [((الأول)* +(الأول)(الثانى) +(الثانى)”](الأول - الثانى) 
ومن ثم فإن 
10 ع عن) (2رر + رمر + 2 ح ذير - تير 
مجموع مكعبين 
أم فى حالة مجموع مكعبين أى إذا كان لدينا مقدرا ما على الصورة 
6 


فإننا نقوم بتحليل ذلك المقدار على الصورة 
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(الأول)*+ (الثانى)* > [((الأول)* +(الأول)(الثانى) +(الثانى)”](الأول + الثانى) 


5- المربع الكامل 
فى بكالة ما أإذا كان لكينا مويغ كام على الصورة 
1 + م 
فإن التحليل لهذا المقدار يوضع على الصورة 
+ بود2 ل 2ن - 4(بز + ) 
ب) تحليل المقدار الثلاثى 
المفذاة الكلاقن تمن :اك المقدارة الذعن مق وكتالئه "على الصورة 
ع + بوط + ديرج 
ويجرى التحليل لذلك المقدار كما يلى 
أولا: إذا كان 
1 - 0 
فإن مثل هذه القادير يتم تحليها بمجرد النظر حيث نبحث عن عددين حاصل ضربهما يساوى © 
ومجموعهما يساوى 5 
ثانياً: إذا كان 
1 # 0 


فيجب فى مثل تلك الحالة اللجوء إلى تحليل المقدار بطريقة إستخدام المقص 
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مثال: حلل المقادير الجبرية الآتية 
1- 
0 - 152-36 -2عر 
2 
52-220 30 
الحل: 
1- نبحث عن عددين حاصل ضربهما (-36) ومجموعهما (-5) وهما العددان (4) و (-9). 
اذا ونكك ا تعلرل لك المقداد على الساو 2 
0 - 4 + ه(و- ع 


إذن 


2) تحليل كثيرات الحدود 


1ك التسليل يو اسلة الغامل المستدك 
يمكن كتابة مجموع كثيرة حدود لها عامل حسب القاعدة التالية 
(2 + رو لد :«)ه ع جم ل توم + عه 
3 التحليل يواسطة المقظايقات 
فيما يلى بعض المتطابقات الشهيرة لتحليل كثيرات الحدود 
+ + و2 + كو ع 5(م + ه) 2 نز 


+ + و2 - كو - 5(م - ه) ‏ -دلز 
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2 - 2ج ع (ط ح م) << (م + هن) 
2 + 30872 + 3625 + تو ح 3ر5 + ه) 
2 - 32 + طئع3 - ثم ح 3م - م) 
(852+ مه - تهم) <١‏ (م + م) ع 3م + تم 


(82 + قو + ت2ه) ١ا‏ (مح ه) ح 3م - ذو 
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15/- 


الباب الثالث 
نظرية الزمره 


الباب الثالث 
نظرية الزمره 


نظرية الزمر نشأت على يد إيفاريست جالوا في عام 1830 » و هي تهتم أساسا بمشكلة إيجاد متى 
تون كثيزة الحدؤة أو النعائلنة الشيزيَة قابلة الكل أى لين حلولا أو محدون : قدل بهذ النظرية كانت الزامز 


3)) تعريف الزمرة 
الزمرة هي مجموعة 6 مزودة بعملية ثنائية و يمكننا التعبير عنها رياضياً كالآتى 
23.10 6 ج 6 < 06 :8 * 0 ج ط ,0 
بحيث تحقق عدة شروط بيانها كالاتى 
1) التجميع (الإغلاق) 
لكل 6 © ع ,5 ,هك فإن 
(3.2 (© *ط) + م ع ع + رط + 0) 
2 العنصر الحايد 
يوجد عنصر محايد م حيث أن 
(23.3 0 ع 0 + م6 ع © +« 21 
لكل 6 © 0 
3 المعكوس 


لكل 6 © © يوجد عنصر 6 © "2 بحيث أن 
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)3.4 1 ع 'ه*ه - 4+ 'ه 
ويسمى العنصر "0 بمعكوس العنصر 0 
4) الإبدال 
إذا كانت العملية * عملية تبادلية أى أنها تحقق الشرط 
(23.5 © * 5 ع ط + ه :6ع(2 ,0) ؟ 
فإن الدمرة تسمى إبدالية 
مثال (1-3): حدد ما إذا كان النظام (© ,877) يشكل زمرة ابدالية» حيث أن العملية © هي 
عملية جمع معرفة على7/ بالعلاقة التالية 
لعز ,32 ,( رق ل ير26 37 + (#) ع ( 617 ع) 

الحل 
لتحقق من أن النظام (©,187) يشكل زمرة إبدالية من عدم سنقوم بدراسة شروط الزمرة 
والتحقق منها كما يلى 
أ) شرط الإغلاق 

من تعريف العملية © المذكور بالسؤال يتضح أن النظام (©,87) مغلق حيث نجد أن أى 

عنصرين من 27 هو عنصر وحيد ينتمى إلى 7[ 
ب) شرط الإبدال 


النظام إبدالى حيث أنه من تعريف © على عملية الجمع نجد أن 
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ج) شرط الدمج 
بفرض أن87/ ع7 عنصر اختياري فيكون التجميع كالتالي 
(2©) ©2 ح (ررد, 21) © (برنة + 2 1/1 + 1«) ع 67 (ج©2) 
ومن ثم نجد أن النظام قيد الدراسة دامج أى محققاً لخاصية الدمج. 
د) العنصر الحايد 
بفرض أن 6787© عنصراً محايداً منتمياً للمنظومة قيد الدراسة فإن 


)رع + يند © + 21) > (رر6, و ©) © 2 , 81) ع 266 


ومن ثم نجد أن 
12 - 1" 0ح بت جم إن ح ره ل رد 


لنفرض أن 
22-0 
معكوساً للمعامل ع فيكون لدينا 
2,6 ام و93 ند ك (- بره , )6 ةر ا رومن 
(0,......,0) - 
ومن ثم نجد 


يو نح نير حت 0ح بوبه ريز 
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مما سبق يتضح أن النظام قيد الدراسة (©,87) يمثل زمرة إبدالية نظراً لتحقيقة كافة الشروط 
الخاضية يذالاق 
3.) الزمرة المنتهية 
يقال عن زمرة (*#,6) أنها زمرة منتهية إذا كانت 6 مجموعة منتهية. ويسمى عدد العناصر | 6| 
برتبة الزمرة وبالعكس فإن الزمره (*,6) غير منتهيه إذا كانت 3) مجموعة غير منتهية. 
3) الزمرة الجزئية 
إذا كانت 4 مجموعة جزئية غير خالية من الزمرة 6 فيقال أن المجموعة 6 هى زمرة جزئية من 


7 إذا كان (*#ركل4) زمره أى أن حر تحقق الشروط الآتية 


1. لكل ىع ره يوجد 76# * 0 (خاصية الإنغلاق) 

2 لكل لمع » يوجد /ع+ 0 (خاصية المعكوس) 

3. يوجد عنصر م بحيث 0 ح © * 0 (خاصية المحايد) 
ويقال حينها بأن 


(*,6) ح (#رلم) 


1) لكل زمرة (*,6) زمرتان جزئيتان على الاقل هما (*,6) و (#,©). 
2 أي زمرة جزئية 4 من 6 لها نفس العنصر المحايد للزمره 6. 
3) معكوس العنصر 2 في الزمرة الجزئية , هو نفسه معكوس العنصر ‏ في الزمرة 6. 


4) إذا كان 4 و 8 زمرتان جزئيتان من 6 فإن 8 لا 4 يشكل زمرة جزئية من 6. 
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5) اذا كانت 65 زمرة و ىم مجموعة جزنية غير خالية من 6 فإن الزمرة الجزئية < / > 
من تسمى بالزمره الموّلّدة ب(4) والمجموعة 4 تسمى المجموعة المولدة للزمره 
< 4 >. 
وإذا كان < 4 >ح 6 فإننا نقول أن 6 زمره مولّدة ب (4). وإذا كان لدنيا , مجموعة 
منتهية فإننا نقول أن 6 زمرة منتهية التوليد ومولدة ب (ه). 

6) يقال أن الزمره دائرية إذا كانت مولده بعنصر واحد من عناصرها. 
أى أن 
إذا كان © © 4 فإن < 4 > هى زمره دائرية مولده بالعنصر 2 إذا كان وكان فقط 

(2.5) (2 ع0 < 0 >- 6 

فإننا نقول أن 6 زمرة دائرية مولده بالعنصر 2 

77 كل زمرة جزئية من زمرة دائرية هى عبارة عن زمرة دائرية. 

8 يقال أن الزمرة 6 زمرة دورية إذا كان كل عنصر فيها له رتبة منتهية وعلى النقيض فإذا 
كانت رتبة كل عنصر (عدا المحايد) غير منتيه تسمى الزمرة بالغير منتهية. 


9 زمرة خارج القسمة : إذا كانت 6 > 4 وكانت (6 » » : 4ه) - ,/© فإن خارج 


قسمة © تسمى زمرة خارج القسمة. 

مثال (2-3): إذا كانت (©,*2) ح 6 إدرس كون الزمرة 6 دائرية من عدمه 
الحل 

تيكل 6 زانونة داقروجة جلها المتصكو 3 نكر لان 


5621 8ك 5و لزت 33-637 ك2ورق كدو 
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3)) التشاكل الزمرى 
التشاكق لدو شرع نعاض تلن الحززال وحافطل على افر الكررية دق جية رع ل العامة تومي 


أخرى كما انه يستخدم للمقارنة بين الزمر. ويعرف التشاكل الزمرى كالآتى 


إذا كان 6 و 8 زمرتين و 4 - 6:/ تطبيقاً بحيث (92) /(91) /[ - (9192)/ لكل 91:92 
فإن ثر يسمى تشاكلا زمرياً 
4.) الزمرة الناظمية 
لتكن 11 زمرة جزئية من الزمرة 6 نقول أن 11 زمرة جزئية ناظمية من 6 إذا كان 
(2.6) تاء 919-14 


لكل رو عم ,6ع 0 


110 )3.6( 


للتعبير عن أن 11 زمرة جزئية من © 


1. كل زمرة ناظمية من نفسها 6 > 6 . 
2 6 > [(ع1] حيث ء المحايد. 
3. إذا كانت 87 زمرة جزتئية من زمرة ابدالية 6 فإن 11 زمرة ناظمية وذلك لأن 


1ع 1 +ء - ١‏ +(" و + و) - رط + “5 و) + و - (31 و+0 + و - ١‏ واو 
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الباب الرابع 
المحددات و المصفوفات 


الباب الرابع 
المحددات و المصفوفات 


تلعب المصفوفات والمحددات دوراً هاماً ورئيسياً فى التعبير عن العلاقات الرياضية ذات المتغيرات 
المتعددة بشكل بسيط يسهل فهمه وبالتالى وضع الحلول لهذه العلاقات. وللمصفوفات والمحددات أهمية قصوى 
فى العديد من العلوم مثل الفيزياء والكمياء والاقتصاد والإحصاء وغيرها من العلوم الأخرى. ومن ثم فإننا 
سوف نتناول فى هذا الفصل بعض المفاهيم والتعاريف الهامة وأنواع المصفوفات ثم ننتقل إلى جبر 
4.) المصفوفات 
تعرف المصفوفة على حقل (17) بأنها عبارة عن مجموعة من الأعداد مرتبة فى شكل صفوف وأعمدة 
وموضوعة داخل قوسين ويشار إلى المصفوفة عادة كالآتى : 
إرنه] - 4 
ويمكننا أيضاً كتابة الشكل العام للمصفوفة على الصورة 


01 5 012 011 
م02 0 02 021 
م02 2 021 021 بح 4 


نط 000 2ل 1 
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وأسطر رأسية تسمى أعمدة المصفوفة. 
وتتحدد درجة المصفوفة بعدد الصفوف وعدد الأعمدة التى تحتويها. فإننا نقول إن درجة مصفوفة ما هى 1712 


في 7 ونكتب 11]»؛ إذا كان عدد صفوفها :رو وعدد أعمدتها «7 . 


مثال (1): إكتب المعادلة الآتية على صورة مصفوفة 
1 


الحل : 
المعادلة المعطاة تمثل مصفوفة عدد صفوفها (3) وعدد أعمدتها (4) أى أنها مصفوفة من النوع (4<3) 


وتكتب على الصورة 


.5 
| 
جر وحم خم إزن خم [إزرن 


جر[ارن تر راص خم إ[ان 
جر رط برراضصض حرم زح 
جر [سن بر إكحن برل 


مثال (2): حدد رتبة المصفوفات الآتية 


1 7 0 

الد سما 8 

مضناو ف مق الشركة رهز ل ٍ :د -1 
4 2 

مصفوفة من الدرجه (23) 1 2-17-15 
7 
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مصفوفة من الدرجه (4<1) 


حرات صر دن 


52 © 
مصفوفة من الدرجه (3173) 1 11 8 7 -ك4 
1 


4.) العمليات على المصفوفات 


1[- تساوى مصفوفتان 
يقال أن المصفوفتان 4 و 8 متساويتان إذا لهما نفس الحجم والعناصر المقتابلة بهما متساوية 


أى أن 


إنه| - 8 .بإننه]| - 4 فتته (طاببراة ء 8ك 
فإن 
زرط - ربه ,ا [8] - [4] 
7 > ر > 1 71 >> 1 > 1 


يمكن إجراء عمليات الجمع والطرح على المصفوفات » ويشترط لجمع أو طرح المصفوفات 
أن تكون من نفس الدرجة على أن يتم جمع العناصر المتناظرة أو طرجها جمعاً أو طرحاً 
جبرياً. 

إذا كان لدينا المصفوفتان 


إرما - 28 بإربه] -4 


/0 


لهما نفس الحجم فإن 


4 35 [0 - [نط] 3 [زنه] ع مق + لم 


على أن يتم جمل كل عنصر بالمصفوفة 4, على مقابلة بالمصفوفة 1 


مثال (3): إذا كان لدينا المصفوفات التالية 


3 1 -3 7 5 -2 3 
-1 2 6 2 4 3 1 -1 2 
فأوجد 
4-8 ,8 + لم 
الحل: 
-5 10 1 ك7 5 
0 12]| ع |0 1- 8إ+|6م) 1 4 ع هقح قم 
3 5:8 1[ 4 3 5 
2224-3 11:2 :5 5 
3 1 -1|[ع- |1 3 0) © ات د 
و اه -1 2 6 1 
وتعتبر عملية جمع المصفوفات عملية تبادلية وتجميعية أى أن 
له + 8 ح يم +لىم 


8+ ره + 8) ح ره + 4م) + 86 
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3- ضرب المصفوفات 
تنقسم عملية الضرب فى المصفوفات إلى قسمين مختلفين فإما أن تكون العملية عبارة عن 
ضرب كمية قياسية فى مصفوفة أو ضرب مصفوفة بأخرى ويشترط بالحالة الأخيرة أن 
يكون عدد أعمدة المصفوفة الأولى يساوى عدد صفوف المصفوفة الثانية والمصفوفة الناتجة 


تكون فى هذه الحالة من الدرجة (عدد صفوف الأولى »ا عدد أعمدة المصفوفة الثانية). 


لنفرض أن لدينا المصفوفتان 

[رنه] - 4 
ذات حجم :7 << 171 
و 

| - 8 
ذات حجم 2< 11 


ولدينا كمية قياسية 'ر ع ع 


فإن 
زنهع - [إنمإء - مغ 
و 
لعرطااره] - قم 
يسول لوقه 
[ت] - 0 
من النوع م << 111 


/2 


1 


سميطبئه + ٠٠١‏ + يريطينه ع بررط رنه 0 ح و6 
1 


01121 
012 22 
013 7 03 


0 0 
1 11 ا وي ٍ 
112 512 








01121 
1 0) 5 
12 22 


12 022 





ووط ءا ويه + 821 << ويه 2و8 كا ريه + روط ءا جره 


3 ها ويه + 1و »ا ويه درط كا ووه + ررط ١ا‏ 8 
ووط ١‏ وميه + )1و8 »ا و01 درط كا و0 + 821 ١‏ وه 


حاصل ضر ب(قسمة) مصفوفة ما فى (على ) عدد حقيقى هو مصفوفة من الرتبة نفسها وكل عنصر من 
عناصرها هو حاصل ضرب (قسمة) العدد الحقيقى فى العنصر الموافق له من المصفوفة. 


خاصية : 


الصف فى العنصر الوافق له من العمود . 
مثال: 


1 215 6[_)]1<5+ 27 16+ 281[_ ]19 2 
1, 1 01 35 + + 7 0 13 0 


له ثاله 6[*15ه 4-51 5اآة 7] < 


/3 


0 


مثال: 


0 0 


5-5 1] -1- 


كسم اكه 


ٍ 


4 -1 
6 -2 


ده 


(2-2)+(1-»3) (0)26+ 4 3)]_ 
(2-»< 1-) + (1- » 5) ات 


12+ 2 0 24 2 


14 -3 


مثال : إذا كان لدينا المصفوفتان 





فأوجد ما يلى 
8 له 
د ]1 
2-_ 


الح 


-5 + 2 


/4 


]تت 





34 11- -4 +- 8 


0 ©9 0 3 
6 21-13 1]|< 3 ع 34 -1 


6 5 18 15 














1[ 0.5 0 3 
0 : ه21 +]|2 1[11-- 28 +مى- -نز 
5 6 
3- 
1ماات 
0 : 3 6- 
-111 
1[ 0.5 
0- 35ه-] 0م ؟5] م 
1- 0 2 - 
2 15- 
مثال :إحسب ما يلى 
0 
15 0 8- 6]- 8 لز 2 |2:50-0311ت 1] كم .0 
3 10 
لحل 
2- - 10» (0.3) +4 »1+0 < (2-) + (3-)12 دم دز 
لا يمكن إجراء عملية الضرب فى تلك الحالة لأن عدد عناص ر غير متساوى 11 


4.) أنواع المصفوفات 
يطلق على المصفوفات مسميات تتناسب مع شكلها الناتج عن عدد صفوفها وأعمدتها ويمكن تقسيم 


أنواع المصفوفات كالآتى 


/15 


ه المصفوفة المربعة 
د مطفرفة هله كدوقي إسارقه علد عبنتها ولكاك قبي تكون دق الزقفة اين 11461 


أو (4 »ا 4) أو (50 “ا م) » حيث مم ح م مثال ذلك: 


المتفوقة 
1 
2 -3 5]-4م 
3 


مصفوفة مربعة تحتوى على ثلاثة صفوف وثلاثة أعمدة ( مصفوفة مربعة من الدرجة (33) 
ه المصفوفة المستطيلة 


هى مصفوفة عدد صفوفها لا يساوى عدد اعمدتها ومثال ذلك المصفوفة 





|5 6 2027 
- ول 
11 3 4 -1 


وتعبر المصفوفة السابقة عن المصفوفه المستطيلة لأنها تتكون من صفين وأربعة أعمدة. 


ومن أمثلة المصفوفات المستطيلة؛ مصفوفة الصف الوحدة؛ مصفوفة العمود الواحد كما سنرى فى الفقرة 


التالية. 


ه مصفوفة الوحدة ( المحايدة) 


الفضفوفة أضفان, :ويوزمن لها بالرمز 1 :وَفيمَا يل أفثلة لمجموعة من“ مسفوفات الوحدة باحجاء مقظفة : 


/6 


1 0 1 ويوف الها بالر مق :1 


0م 0 1 
0م 1 0-[م ويرمز لها بالرمز +1 


- 21 ويرمز لها بالرمز ه14 


حرا كت تت 2 
2 دراك 2 
تج تن دحم 2 
تح تح تن خم 


ومن أهم خصائص مصفوفة الوحدة أنها عنصر حيادى فى عملية ضرب المصفوفات أى أن حاصل 


ضرب أى مصفوفة 4 فى مصفوفة الوحدة يساوى تلك المصفوفة (4). 


21 2 1311 0 0 
1- 4-10 -13 1510 1 0 


11 22 2110 0 1 





23 2 21 0 0 1311 2 21 
15 13-- 0[-|0 1 1510 13- 0|-ع 4 


11 22 22110 0 1 11 22 2 





ه المصفوفة القياسية 
هى مصفوفة مربعة عناصر قطرها الرئيسى متساوية القيمة وباقى عناصرها أصفار فمثلا : 


2-7 


7 


مصفوفة قياسية من الدرجة (22 ) 





0 0 عم 
0 8# 2-0 
# 0 0 


مصفوفة قياسية من الدرجة (32) 


حيث ع/ مقدار حقيقى؛ 0 ع ع[ وتجدر الإشارة هنا أن المصفوفة القياسية تساوى حاصل ضرب / فى 


مضنفوفة الويهدة مم تفلن الذزبهة رمقل كلكا 


1 0 


ا 0 


| 2- 0 2 


ه المصفوفة القطرية 
هى مصفوفة مربعة عناصر قطرها الرئيسى مقادير حقيقية ليست بالضرورة متساوية. وعلى ذلك فإن 


كل من مصفوفة الوحدة والمصفوفة القياسية هى حالة خاصة من المصفوفة القطرية. 


1 0 0 
82-0 3 0 
0 0 2 





مصفوفة قطرية من الدرجة (33) 


ه المصفوفة الصفرية 
هى مصفوفة جميع عناصرها أصفار وقد تكون المصفوفة الصفرية فى الصورة المربعة أو 


النستطيلة وال ذلك 


/8 


وأ “مقن قة ليقت الواعة 
وهى مصفوفة مستطيلة تحتوى على صف واحد وأى عدد من الأعمدة وأمثلة ذلك 
[0613 012 411] ح ل 


[عدط يرط قر 512 8611| - م 
مصفوفة صف من الدرجه (1<< 5) 
[ سس 5٠١‏ 214 7213 7212 7511] حدر 
مصفوفة صفمن الدرجة (0<1) 


ه مصفوفة العمود الواحد 





مصفوفة عمود واحد من الدرجة (37<1) 


1 ع تن 


2011 


مصفوفة عمود واحد من الدرجة (1<0) 


*» مبدول المصفوفة 
وحبقها الذا معان العموه الكت ويكة) اقعلء ييل المكال إذاكاق لديا التصتفوقة 


23 022 0112| -ح ل 


011 0421 3 
031 032 33 





فإن مبدول هذه المصفوفة 8 ويرمز له بالرمز 47 يكون على الصورة الآتية 


23 022 0421| ح ل 


011 012 3 
031 0327 33 





ملاحظات : خصائص مبدول المصفوفة 
إذا كان لدينا المصفوفات 4 » 8 ٠»‏ © فإن 
4 - '('لم) 
'(0 + 8د م) ع عمل 'ق + 4 
'0 »< '8 >< '/لى ع '(60 ١ا‏ 8 ؟< لل 
4-1 ) كت 04-1 


ه المصفوفة المتمائلة 


هى المصفوفة المربعة لو تم تدويرها لأعطت المصفوفة الأصلية ومثال ذلك 


52 :3 
5 7 -6)|ح 4 
3 -1265 


متدول لصوف السائفة 


580 


من الواضح أن المصفوفة 4 تساوى مبدولها 4 ومن ثم فإنه يمكننا القول بأن المصفوفة / مصفوفة 


ملحوظة : عند إيجاد مبدول المصفوفة (4) فإننا نجد أن عناصر القطر الرئيسى لا تتغير ومن ثم فإنه 
يمكننا القول أن المصفوفة القطرية والمصفوفة القياسية ومصفوفة الوحدة والمصفوفة الصفرية المربعة 
جميعها مصفوفات متمائلة. وأيضاً يمكننا القول بأن المصفوفات المتمائلة تعطى معكوسات متماثلة. 
المرافق 


لتكن م مصفوفة مربعة فان لكل عنصر من عناصرها مرافق 4 حيث 
(ن01) ع0 1(11-) ح ززكل 


+ معكوس المصفوفة 
لتكن 4, مصفوفة مربعة يحيث أن محددة المصفوفة لا تساوى الصفر(0 عد (16)4) فان معكوس 4 و يُرمز 
له بالرمز 1-4 يُحسب من القاعدة التالية. حيث يشير الرمز ((16)4) إلى محددة المصفوفة وسنتطرق 


لشرح المحددات وخواصها بشئ من التفصيل فيما بعد. 


-1 


. 1 
0 
ملحوظة : حاصل ضرب المصفوفة 4 فى معكوسها 4-1 يساوى الوحدة 
أى أن 


81 


4.241 1 


4.) العمليات على المصفوفات 
إذا كان لدينا المصفوفات الثلاث ') ,8 ,4 والكمياتنا القياسيتان ) ,5 فإن 
(60 + 8) +م4م حم + (م + م) -1 
م + 8 ع 8 + للم -2 
م ح للم + 0 -3 
0 - (م-) + (ل4م) -ك4 
+ لم5 - 24 + 5) -5 
8 + لمع ع رظ5 + 4م)غ -6 
ل5) ع (4ل])5 -7 
4- - 1(4-) ,0 ع 04 ,لم - 14 -8 
0 ع 4 007 دع ج 0 ع لخ -90 
6 + 46 - 8(6 جم -10 
6 + 48 - () + 8)لى -11 
(5ع)4 - 8رلع) - رطد)غخ: -12 
8- ح هجم-) - (هللمى -13 


حيث أن المصفوفات © ,8 ,كر ذات أحجام ن ا 2 ,2 ا 11,11 ا 772 على التوالى 
4) قوى المصفوفات 


إذا كان لدينا المصفوفة هر من النوع :7 ا 72 فإننا سنعرف مصفوفة القوى كما يلى 
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0 .كرد للع ...ارقي 
خصائص 
نط7 771ل -1 
ا 007) 2 
تل - 7(هلم) -3 
“ل + 248 + عل - 8(5 + لىم) -4 
"هام (7) ما - 8(2 + م -5 
2 - 42 ع (8 - م4م)(م +م) -6 
4.) القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 
لتكن 4, مصفوفة مربعة من الدرجة 7 فان المتجه الغير صفريز يُسمى متجهاً ذاتياً 
للمصفوفة 4 اذا كان ل مضاعفاً عددياً للمتجه ل[ أي ان زا - 4 حيث 1 ان ثابت يُسمى 
القيمة الذاتية للمصفوفة 4 . 
لايجاد القيم الذاتية للمصفوفة مم نضع المعادلة غ16 16 بالصورة 
0 ح عإ[(م - رم) 
والتي لها حل غير صفري اذا وفقط اذا كان 
0 ع وم - [)غ06 


4.) حل المعادلات الخطية بإستخدام المصفوفات 
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إذا كان لدينا مجموعة من المعادلات على الصورة 


حت ص02 + ٠٠١‏ > ج0122 1 01131 


2 حت 2 يرج 0 + ٠٠١‏ + ج0223 + 02131 


ح 2 ربوب + ٠٠١‏ > 2202 ,برلا -1 013:1 


فإنه يمكن حل هذا النظام من المعادلات الخطية باستخدام المصفوفات كالآتى 


1غ 201 
22_02 
13 23 
ونكتب عل الصورة 
01 
0272 
آمك 
1غ 
32غع0_ 
13 


01 
0272 
36 ظظ 
7 - 16ل 
021 
022 
12ج 


ولحل هذا النظام نضرب طرفي المعادلة فى 71/ 


84 


01121 
822 012 
دوسا 1مبرلنا 
011 

0 

2 |حاور 

01 

201 

22 

: - كر 

23 


1ك ب كط رن د و 


4-1م.لا د 
4.) المحددات 
لتكن 4 مصفوفة مربعة من الشكل 
٠٠ 010‏ 011 
١ :‏ ١ت‏ لكر 
ببسب *٠*‏ 11ر1 





فإن لتلك المصفوفة محددة ونرمز لها بالرمز(4)غ16 أو|4| أو 8/4 وتحسب كما يلى 


011 ٠*٠ ميلنه‎ 


- |4 | - 4ن - مغو1 








بسك *٠*‏ 11ر1 


ولكل محدد قيمة ولبيان كيفية إيجاد قيمة المحدد سنفرض أولا أن لدينا محدد من الدرجة (22) 


0 012 


0 < 012 - ج022 < 011) - 
(21 12 22 11 غ/ اه 021 


أما إذا كان المحدد من الدرجة الثالثة (33) فإن قيمته تحدد كالأتى 








13 012 011 
00 00 0 0 © - | 0 ويه ويه روو| - م 
022 6و0| 13 233 0512| 12 3 «11]092 2 

031 02 33 


دو0 ءا 1وجه0) جره + ( روه ءا ويه - وو0 ا 012)021 - (2و0 ١‏ ويه - وو0 2 022) 011 - 


(01 »ا و02 - 


855 


4) خواص المحددات 


1 - لا تتغير قيمة المحدد إذا استبدلت كل صفوفه بأعمدته 





ج00 02 01 © بط يه 
و5 52 1ط [|2ه وط 2ه 
63 62 6161© 6 وط 03 





2- إذا كان للمحدد صفان متساويان او عمودين متساويين فإنه تكون قيمة المحدد صفر 


01 02 003 
61 62 63 


62 02 02 
و6 03 0 





01 02 003 
0 





6 61 01 ظ 











602 52 02 6 061 رط © 012 01 
6 ,5 61 [1- -ع (2م 62 وط [1- -ح )|62 02 2ه 
63 و5 03 63 03 وم 26 03 03 








6 ا 02 و8 10 


63 و8 10 











© رط يهكلا ظ 


5- إذا كانت كل عناصر صف ما أو عمود ما تساوي صفر فإن المحدد نفسه يساوي صفر 
5 0 1 
#8 0 3 
2 0 7 


0 ح 





6- إذا كانت العناصر المناظرة لصفين أو عمودين متناسبة فإن المحدد يكون مساوي للصفر 


56 











7- إذا كان كل عنصر من عناصر العمود رقم (2) أو الصف رقم (0) المحدد عبارة عن 
مجموع حدين فإنه يمكن التعبير عن المحدد في صورة مجموع محددين يحتوي أحدهما 
في عموده في رقه(0) على الحدود الأولى من الحدود المذكورة سابقا والثاني على 


الحدود الثانية وتكون العناصر في باقي الاماكن في كل الحدود الثلاثة هي نفسها 




















© 56 2ه" © 52 1ه" © 52 يه" + يه 
6 52 يه" [|+|2© و5 يه' - |62 52 يه" + يه' 
©6 وط وه" 63 و5 وه' 63 وط وه" + يوه" 

.د 1 2 .د 1 2 .د 1 4 

 6[+ 3 3 6‏ 5 2 ظ ح- |6 3 5 

17 ههه .2 7 4 1 7 ك4 3 





28 إذا اضيفت الى عناصر عمود أو صف العناصر المناظرة في عمود آخر أو في صف 


آخر مضروبة في أي عامل مشترك فإن قيمة المحدد لا تتغير 








وطك] + 6 و5 طعا[ + 21 6 و5 بك[ + 21 6 روط 21 
وكا[ 3 62 و5 وطك] 3 422 ا 62 و5 طعا[ 3 32 ظ ا 62 و5 422 
وكا[ 3 63 و5 وك] 3 342 6 و5 طعا[ 3 43 6 و5 23 














1 0 0 

0 3 10م 

2 0 0 
فإن المحدد 
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6 > (1)3702 - إلما 
إشارة المحدد 


لم ا 
+ 








4) قاعدة كرامر 
إذا كانت قيمة المحدد لمصفوفة المعاملات لا تساوي صفراً فإن للنظام حلاً وحيداً وإذا كانت 
قيمة المحدد صفراً فإما أن يكون للنظام عدد لا نهائي من الحلول أو لا حل وهناك طريقة 
لحل المعادلات الخطية و تسمى قاعدة كرامر . 
2 17 1 
لاد ير 5 لاح 7 نججتجر لي 0 
/ لي 23 
فعلى سبيل المثال يمكننا إيجاد حل مجموعة من المعادلات بإستخدام قاعدة كرامر كما يلى 
إذا كان 


15 - 7ر6 -52 


9 ح بره + عر3 


نقوم بإيجاد محددة 1/ لتلك المعادللات 


ل 2 5000 1 : 2 


ثم نقوم بإيجاد على و 2 
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نعوض عن العمود 2 في المحدد بالحدود المطلقة فى المعادلتين المراد حلهما 29- , 15 
4- - 174 - 60 - (6-)(29-) - (15)4 - 0 00 1 


5 114- _عذد_ 
سن 
نقوم بإيجاد تل و 17 
بالمئل نعوض عن العمود 7 في المحدد بالحدود المطلقة 29- , 15 


00 1 50 
0- - 45 - 145- - (3)15 - (29 )5 > |ود | - بره 


لح 2 5 
0 40002038 0 
نحل المعادلات بالتعويض عن قيمة 2 و ا 
5 - (5-)6 - (3-)5 
9 - (5-)4 + (3-)3 
مثال: إحسب مقلوب المصفوفات الآتية 
6ه 2|_ 2 11_ 1- 3]_ 
1 امه 4 كر ل الخدم 
الحل: 
1- محددة المصفوفة (7) لا يساوى الصفر ومن ثم فإن مقلوبها يحسب كما يلى 
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١ 0‏ اتات .0 
كبن نان 


2- محددة المصفوفة ( 7) لا يساوى الصفر إذن 


د 0 د ا 2 0 


١-0 يي‎ 1.5 5-0 


3- محددة المصفوفة ( 2) يساوى الصفر ومن ثم فإننا لا يمكن إيجاد المقلوب لها. 


تمارين : 











0 1- 1 
1 3 4-12 -1 
3 2- 5 
1- 3- 
22 2-8-5 
2 0 
0 كه 5د 
ا 0د 
0 1- 0 
1 1- 4-2-6 
3 2- 4- 
فإحسب ما يلى إن أمكن 
(6 + 4)8 -3 6 + 8 + 4 -2 ,8< 4 -1 
(0 + 1+ '4م)3 -6 "نو م6دة5 3 +24- -4 


حيث تمثل 1[ مصفوفة الوحدة 
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2- إحسب قيمة المحددات الآتية 


1 25| 
-12 3 














3- إذا كان لدينا المصفوفة التالية 


و ؛]-* 
فإحسب ما يلى 


(3-06)13 (061)12 -2 )ع0 -1 


4- إحسب مقلوب المصفوفات الآتية 


5- إذا كان لدينا المصفوفات الآتية 


591 
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1 كا-ه 7 7]-ه 
2 + 24 - م -1 
1 - 80 + 40 -2 


ح ) -3 


الباب الخامس 
التحليل الإتجاهى 


الباب الخامس 
التحليل الإتجاهى 
5.) المتجهات 
يمكن تقسيم الكميات الفيزيائية إلى قسمين : 
أ) الكميات القياسية : وتتميز بأن لها مقدار وليس لها إتجاه مثل الطاقة ودرجة الحرارة والكتلة والطول. 


ب) الكميات المتجهة : وهي كميات فيزيائية تتميز بأن لها مقدار وإتجاه مثل الإزاحة والسرعة والعجلة 
والقوة وغيرها ويرمز للكميات المتجهة بالرمز 85 أو 8 ويتألف المتجه من مركبات في إتجاه محاور 


الإحداثيات المستخدمة ففي الإحداثيات الكارتيزية يكون للمتجه ثلاث مركبات ويكتب على الصورة 


ج4196 3 بر©412 3 4116 - ” 07 4 3 زو 3 00 ب ” 


7 + 43 + 2172 ح 4 00م ح إللم| 


ويعرف متجه الوحده على الصوره 


احد |اح 
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وفي الإحداثيات الكارتيزية نرمز لمتجه الوحده في اتجاه المحاور ( /,ر,ة) وإذا كانت القيمة العددية 
للمتجه تساوي صفر سمي المتجه بالمتجه الصفري ويكون ليس له إتجاه وعندما يتم تحديد موضع المتجه 
بالنسبة لنظام إحداثيات معين تكون النقطة (7),37,2 نقطة إحدائياتها (2 ,37,) ويكون المتجه لهذه 
الئق لة هو 
اج + ربز + 1ب - ,7 

2ج + 2رر+ تعرل. - |4 | 
5.) بعض أساسيات جبر المتجهات 
1. يقال أن المتجهين متساويان إذا كان لهما نفس المقدار والاتجاه بصرف النظر عن نقطة البداية لكل 

منهما . 

2. مجموع متجهين هو متجه رأسه بداية المتجه الأول وذيله نهاية المتجه الثاني. 
3. المتجه لم - 4 متجه صفري . 
4. عند ضرب قيمة عددية 7 في متجه 4 نحصل على متجه له قيمة عددية 2 وتعطي متجه له قيمة 


عددية 7 من المرات من المتجه الأصلي وفى نفس الإتجاه وإذا ضربنا المتجه في 7 - يكون بعكس 


الإتجاه وإذا ضربنا المتجه في صفر نحصل على المتجه الصفري . 
5.) بعض قوانين جبر المتجهات 


1. قانون التبادل 
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م + 8 دم + لم 


44 ح- 9(4وم) - (2)94 


(0+ 8) +م4 - م + ره +م) 
3. التوزيع 
4 + 4م - 4( + م) 
8م + مم ح (8 + مام 
5.) المجالات 


إذا كان هناك منطقة ما تحيط بمركز دراسة سواء كان شحنة أو مغناطيس أو جسما آخر بحيث يظهر 


تأثير مركز الدراسة خلالها فإن هذه المنطقة تسمى مجالا وتنقسم المجالات إلى نوعين مجالات قياسية 


ومجالات متجهة 
1. المجال القياسي : وغالباً ما يمثل بدالة تتحدد عند كل نقطة في الفراغ بقيمتها فقط دون 


إتجاهها مثل دالة الجهد الكهربي لشحنة إستاتيكية 


2. المجال الإتجاهي : ويمثل عادة بدالة تتحدد عند كل نقطة في الفراغ بقيمتها العددية وإتجاهها 
مثل السرعة وتسمى الدالة في هذه الحالة بالدالة المتجهة أو تسمى بمجال اتجاهي معرف على 


منطقة +1 مثال ذلك سرعة جسيم على الصورة 
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عاجة + زورمر3 + أبر ةد - (2 ,نز )”1 
5) ضرب المتجهات 


وهناك نوعان من ضرب المتجهات وهما الضرب القياسى والضرب الإتجاهى وسنقوم بشرحها بشئ من 


1- الضرب القياسي : 
يعرف الضرب القياسى لمتجهين على الصورة 
0 ظل4 - 56ه |4||8| - 4٠8‏ 
أي أن الضرب القياسي يساوي حاصل ضرب القيمة العددية للمتجه الأول في القيمة العددية للمتجه الثاني في 


جيب تمام الزاوية بينهما. 





شكل (1-5): حاصل الضرب القياسى لمتجهين 


ومن خصائص هذا النوع من الضرب 
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1. إن ناتج الضرب يكون كمية قياسية لها مقدار فقط . 


2 إذا كان ناتج الضرب يساوي صفرا فهذا يعني إما أن أحدهما عمودي على الآخر أو أن أحدهما 


يساوي صفرا . 
وهناك عدة قواعد لعمية الضرب القياسي أهمها ما يلى 


أي مقاضبية القديلة 


ب- خاصية التوزيع 





و(6 + 8) 








شكل (2-5): خاصية التوزيع لحاصل الضرب القياسى 


ج- متجه الوحدة فى الضرب القياسى 


1-غ#ه#عدرهرح-:هة 


0 -خ#ه:- 2ه زرح ره 
و4 عل ررك + رظير4ق - 8 ه 4 


وقيمة مربع متجه الوحدة فى أى من المحاور يساوى الوحده أى أن 


ومن ثم فإن مربع المتجه 1 على سبيل المثال فى المحاور الثلاث يعطى على الصوره 
82 + 82 + 82 - 82 
2 الضرب الاتجاهي 
يمكن تعريف عملية القرب الإتجاهى كالآتى 
> > 86> 0 7 6منو قل - 8م 4ل 
ومن الناحية الهندسية تعني أنها مساحة متوازي الأضلاع الذي فيه المتجهين 8 .4 ضلعان متجاوران » 
ويساوي الضرب الإتجاهى حاصل ضرب القيمة العددية لكل من المتجهين في جيب الزاوية بينهما في متجه 


الوحدة العمودي على المستوى الذي يوجد فيه المتجهان . 
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© زد 7[ 





شكل (3-5): حاصل الضرب الإتجاهى لمتجهين 


وهناك العديد من الخصائص والقواعد لعملية الضرب الإتجاهى أهمها ما يلى 


أ- الإبدال 


1 8- ح 18 ل 
- 8م44 - (0م 8) 4 
ب- التوزيع 
م(488) - رهم) م4 - 8م رهم) - (478)م 


ح- متجه الوحدة فى الضرب الإتجاهى 
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وهناك عملية أخرى لعمليات ضرب المتجهات يمكن إضافتها وهى الضرب الثلاثى للمتجهات والتى يمكن 
تقسيمها أيضاً إلى نوعين وهما 
1- الضرب الثلاثي الاتجاهي 
يعرف الضرب الثلاثى الإتجاهى على الصوره 
8)4٠06(- 6)4:8(‏ - (0م 8) م4 
2 الضرب الثلاثي القياسي 


يعطى تعريف الضرب الثلاثى القياسى على الصورة 


و4 برك بيرك 
وظ برظ باع (8606 4٠١)8‏ 
4 7 47 


ويعني ذلك هندسيا حجم متوازي الأوجه الذي فيه .4 و8 و0 ثلاث أضلاع متجاورة ويجب أن 
نلاحظ فيه ضرورة إجراء الضرب الإتجاهى أولآً ثم بعد ذلك إجراء الضرب القياسى ويكون حاصل 
الضرب في هذه الحالة قياسياً أيضا. 
مثال (1) 
احسشت المركبتين السينية والصادية للمتجهات التالية: 
أ- متجه هر قيمته 6 وحدات ويصنع زاوية مقدارها 2407 مع الاتجاه الموجب لمحور ,ر 
الحل: / 
3- ع- (1/2-) * 6 - 240 وك نم د رذ 5 
6 - 1 2- 240 نزو ىم د رخ 
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ب- متجه 13 قيمته 5 وحدات و يصنع زاوية مقدارها 1107 مع الاتجاه الموجب لمحور « 
الحل: 
7--110 005 85 د مآ ا 
1110-7 ماه 8 د نو 


مثال (2) 

يخرج سائح من مدينة ما فيقطع مسافة «7/ 70 باتجاه 
الجنوب » ثم يسير مسافة 7/7 75 باتجاه يصنع 530 
شمال شرق ثم يقطع مسافة 77 20 باتجاه الشمال 
الشرقي. ما هو موضع السائح بالنسبة لتلك المدينة ؟ 
الحل: 

إن المسافات التي يقطعها السائح هي متجهات إزاحة 
لكل منها مقدار و اتجاه؛ فالمسألة هي جمع متجهات. 
الرسم يوضح الحالات المتعاقبة لسير السائح و يوضح 
موقعه الحالي من المدينة والتي تمثل نقطة الأصلء» 
ولإيجاد قيمة واتجاه المحصلة (الموضع بالنسبة للمدينة) نعمل على تحليل الإزاحات الثلاثة في الاتجاهين 
السيني والصادي ثم نحسب المحصلة مقدارا واتجاها. 





<١ 0.707- 2713‏ 20 + 0.566 »< 15 - ذك4 وم 20 + 30 وم ذ[ + 0 ,كر 
71 11.64 - 0.707 »ا 20 + 0.5 ا 15 + 10- - 45 :اس 20 + 30 511 15 + 10- - بأ[ 
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1 - 871.5 - 135.5+ 736ل - “(1.64) + (27.13)/ - 2+ لدم 


11.64 
2113 
0 - 065 


9 3 ةا مم - © 


ملاحظة/ يمكن كتابة المحصلة بصورتها الاتجاهية كما يلي: 


[ 11.64 +27.131 - ز ر8 +نء/8 - 8 


مثال (3): إذا كان 


,36+ ,46 + ,6 - 4م 
46 - ,26 + 46 - 8 
أثبت أن هذين المتجهين متعامدين 
الحل: 
18 ج8-12-0-+4- يم.خ4م 


مثال(4): برهن أن المتجهات الاتية لمثلث قائم 
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6 -4+1+1ل. - 4 
0 - 25 +1+9/. - |8 
41 - 16+16+ 9 - |60 











مثال (5): أذا كان 


أوجد 
8اث, ظالكل 


ثم أوجد الزاوية بينهما بطريقة الضرب الأتجاهى والقياسى 


الحل: 
1-- 2-1-2 - (26 + ,6-,6290:)6-,6-,26) - 4.8 
-(26 + ,6-,6(«)6- ,6+ 26) - 8 »4م 
56 6 
ي38-,56-,6-(2-1-) ,8+ (1+ 4 6-(02-1) 1-86 1 
2 1- 


8 - 1 +1+4 - 6 





6 1+1 4ل - إلما 
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67 - لعدوين عاو ان لصون 
6 ع6 هاما 


4-78 
00 5 1+25+9ل._ |8»ا4م 


د ل ح 0 5101 
6 6 478 


مثال (6): أذا كان 


أوجد 


١٠(8<ك4)‏ ,)<< ١)‏ ل 
ب 
(4>8)) 
ج( 


(5 ؟ لم ) >< 0 ,(0) »ا 8) »ا 4 


104 














ار 4م 
1- 3- 3ج|8 
1 3- ها إ6 © 


د ]كت خاؤة دون من ؤفكة لق قندرزوت 25 


4 
0 





4م 
4٠١)8 »0(-58‏ 
0 








اه 
1 عق 816-25 م 
لعي 


- 4)3+3(+3)-2-3(+1)-6 + 9(- 24-15+3 -2 


ب 


4 
4 


6 
0- 25+9 +36-(8<م)١(8<‏ ل ) ج 36+ ,56+ ,66 - |1 3- 2-(8«*لىم) 
3 
ج( 


(6)24.8-(6:-8)4 -(8:»6) »4م 
146- 188-(9-1-+6)6-(7)8+9+1 - 
326- ,128- 286 - 


6») »8( - 4)6١8(-8)6-١( 
- 8)12+9-1(-78)8 -9+1(- 204-17 
- -142,-66, +386 
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مثال (6): أذا كان 


فأوجد 
أ (0< 8)ءلى 
ب) ل)» (8 »> لل ) ,(0) »< 5 ) »ا ل 


الحل: 


1 
24.)8 2690-2 -3  1-1)9-4-1)6+0-1 
0 4 -3 


(8)4.:60-6)24.3 - 69 »ا 8) » م 
/6- ,82-86 - (1-)0 - (8)4 - 
4)6١8(-8)64(‏ - 8(6 عام ) 


,46 + ,126- ,86+ ,156- ,156- - 48 + 4م15- - (4) 8 - (”12-3-)م - 
46 + ,276 - 76 - 
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5.) تفاضل المتجهات 
إذا كان لدينا المتجه (:) يعتمد على كمية قياسية ,ه فإن المشتقة التفاضلية 14 ترف ان الصولة 
07 


(4)0 - (ط + 1) ل ١١‏ 4ل ١‏ 04 
خخخسسلسلسلسلل نز[ - ووز[ حب 
1ل ومحرتط ‏ لاط محنلط ‏ لتل 


ويكون ناتج عملية التفاضل للمتجه كمية متجهه 
0ه التفاضل الجرّئي 
إذا كانت الدالة المتجهة دالة في أكثر من متغير أي أن (3,2,)/ - 4 فإن 


(1,2 ,)4 - (2 ,نزرتة + )4 . 44 . 04 
799097*717117س70+٠سسبباب‏ 111 ح ع ووز حل 
1 موجن4 1ل 20د /ا60 


وبالمثل يتم إجراء بقية المشتقات الجزئية بالنسبة للمتغيرات الأخرى (2 ,/ز). 


ويمكن كتابة التفاضل الجزئى للمتجه م على الصورة 


وبالنسبة للدالة المتجهة يكون 


والمشتقة الثانية هي 


843 2ه ه82 _ 424 
01 / 01 ٍ 01 02 
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بعض قواعد تفاضل المتجهات 


202 قذي - حرو 4 

3 م - (04 يري 

4 اك 8 - ر8 8 
له 00 200022 


004 04 د د د 6 
44+ ىم ف -ح (8م7ل) ‏ 
1 1 0 





0 0 
014 و 
ل لأ 9 
برو لوو و ررق 0 
ا 77 كر 00 
ا اي ا 
27 0 17 0 20 2 


وتكون المشتقة التفاضلية للمتجه في اتجاه المماس ٠‏ فمثلا إذا كان + يمثل متجه الموضع للجسم فإن المشتقة 
التفاضلية 7 تكون هي السرعة ؛ وتكون في اتجاه المماس للمسار 
5 : : 
الانحدار 


يعرف انحدار دالة قياسية "/ وهي دالة في (7 , 37 , ) بالعلاقة التالية : 


كر 515 
2 ' ليرج ' 2ق - 

اا 
2 ' لبوق ' أرق - 


وبما أن 177 كمية متجهة لذلك فإن انحدار دالة قياسية / عند نقطة ما يعطي متجها له الخواص التالية : 
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1 مركباثة عبارة عن منعدلاث تَحَين الدالة عبر اتجاهات محاور الاحدافياك 
2. قيمة المتجه 
0 + 00 + م - || 
02 01 01 
هي أعلى معدل للتغير مع المسافة 
3. اتجاهه هو اتجاه أعلى معدل للتغير من المسافة 
4. يشير منحناه باتجاه القيم العظمى للدالة 
5. ويعطى شكل المؤثر في الإحداثيات المختلفة على الصورة التالية 


ه الإحداثيات الكارتيزية 


1 8 + 9 +1 3 -7آ 
2 ' لبوق ' أن - 
الاحدافات الاميطوائنة 
الاي وني ايت 
ج00 70067 
ذ.-(الأحواكاة الكروية 
ل 2 
9 0 160 م 10 


التدفق 


يعرف التدفق لكمية متجهة عبر سطح ما بالتالي 
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06 - 8 ٠ 
حيث المتجه ,0 متجه السطح وهو عمودي على السطح لذا فإن التدفق 0 هو مركبة المتجه العمودية على‎ 
السطح مضروبة في متجه المساحة 0 ولسطح ذي مساحة محددة يكون الفيض الكلي معرفا بالعلاقة‎ 
8 - 4ه 8 ف‎ 
وللسطح المغلق فإن اتجاه 0 يشير إلى خارج السطح أي أن الفيض الكلي يمثل معدل التغير الصافي للمتجه‎ 
التباعد‎ 90 
عندما يؤثر المؤثر 17 على دالة متجهة فإن الناتج يسمى التفرق أو الانتشارء فإذا كانت دالة متجهة‎ 


تعتمد على متغيرات 7 , /ز , 6 فإن التباعد يكتب في هذه الحالة على الشكل 


(422 + ررك + يرك ) درسي ) -ة 7 
2ج 02 أير 3 لوق 3 - 








يله رك0 ي /04‏ - 
ا - 0 


ويمثل ذلك فيزيائيا مقدار ما يخرج من الكمية الفيزيائية التي يمثلها المتجه , من أسطح وحدة الحجوم وفي 


الاتجاه العمودي على السطح . 


الدوران أو الالتفاف أو الدوامة 


إذا كانت 8 دالة متجهة فإن الالتفاف لهذا المتجه يكتب على الصورة 


110 


ا نه | 


1 

0 ات 
ل]|ح 7/4 ح 4 ا'تلاه 
01 

4م 


إن به | حل 
حم 


2 
كمثال على الالتفاف تيار السائل (سريان السائل ) فبالقرب من قاع الجدول تتناسب سرعة السائل مع المسافة 


من القاع فإذا كان الانسياب موازي لمحور :2 وكان محور 2 متعامدا مع قاع المجرى يكون 


0 ح ينا 
فإن لف متجه السرعة 


> 

_-م 

ل 
|| 


أي أن اللف يكون في اتجاه المحور ٠‏ 


*» مؤثر لابلاس 
يعرف هذا الموثر في الأحدافيات الكارتيؤية على الصورة 


ص05 م025 م02 
اك سكسل ب 2 
ل انا 


د ل - 172 
222/7 ' ذيرة ' بره “ 


وفي حال اختلاف الإحداثيات فإن التدرج والتباعد والانحدار ومؤثر لابلاس تكون كالتالي : 


1. في الإحداثيات الأسطوانية 


ل لوي انيت 
7 0097م 7 7م00 
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م.ج 240 1242 ر, 0 57 
لمم 7 - ادا 


13410 _ (يدم)13 اه 0 اه 10/4 
> [ م06 م ج02 مأ ” /رم80 07 _ 


3 ا ) ]| - مم 
2 2002م /م19م0م] - 
2. في الإحداثيات الكروية 


فد كك ان الك 
م0 6 طذو "7 0080 2 


ج20 1 اك 1 
0 75116 00 8 








0 راس 
+ (41 مرج 2 ح 012 








55 (و4 :90 _ اليك 1 1 5 04 (3ج4 5156ى) 6 1 
١ .‏ 0 52 00 06 8زم 


لقة_ 6420ة) 1 , 
6 06 مم |م 


00 ( 8 00 07 

















تسبثب + مه ) سب + رودم | - مهم 
72 51126 2" (8 7 ممم تس " 10 لأمرع دمرخ - 
مثال (7):أذا كان 
٠ 2.‏ 21 9 9 
,516 + © ” 36-,2/(6 + 1) - م 
فأوجد 
1*7 0*7 |07 07 
ل | :41 01 | 1ك 
الحل: 


516 5مك 10+ ,6" 66+ ,2(6 + :31) - “ 
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“58 5م 10) + 662(2) + :(2 + :3)/, - 
516 مه 50 - ,12676- ,62 )6 - - 
ش ؛ 011 


"(51 مذو 50) + 1447 + :/36/, - 


مثال (8): أذا كان 


07 
0 








0 








0 
01 





216 + ,6" - 6 - 4م 


2 تت 0 


فأوجد 


١ 24 , 7 << 04‏ 7 ,للى »ا 7 ,4م ٠١‏ 7 ,ل ١7‏ 


7 جم 2 ج06 7 0 0 


ج60 تررم © يرن ج60 


. 68 2 ©00 
ل 


- 22:6, + 262:6, - 26 








2 4 1/4 550 
ل ( ا )0 هن _ يلك نل + - 7١4‏ 


02 0 0 ج06 


و6( - نود4) - 22:56 - (0) 6+ (د - نودك) ,6-(0,)215 - 


6 86--- 7 
7 رت 0 
004 بره 
60 6 
27-7 
وقد عيفه 4 
ل اي 
0 097 6 
2 5 1 








(22367+ 1 6ج ) * تجو دع ح متي 


40-6 2 2 42 ”7 
1 ج53 1ح ,6 2 - هرق 


0 
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064 5 04 5 وت )6 1 2 مم0‎ 1 6) 2222١ 
60 600 0 60 63 ج02‎ 


6 + 327223 - 74ر3 - 











رَ 
ف 
202 
ج22 300007 ا 
3_3 3_3 م 3 3 3 م 2002 3 4 6 
(327- تج “ود 2-) 6 + ( 2( ماك - ج77 826 ) ,© - ( 27 :323+ 727 6,)436 - 
مثال (9): أثبت أن 75 هو متجه عمودي على السطح ') > (2 ,7 ,4036© حيث ‏ مقدار ثابت© 
أذا فرض أن 22 + ,26 + ,6 - ”7 هو متجه الموضع لاى نقطة على السطح عند 72 
الحل: 


بما أن 
026 + 46 + 6 - 7ل .:. 
يمثل متجه مماس للسطح عند نفس النقطة (6):,(/,2 


- 06. 0 , 
0 . 07 - + 


ل لوه 8ح ) - 700.١07‏ 
ش ١‏ ج602 ” 6 06 
0 - 0ل ح- ا داه ات 
0 60,7 6 


حيث © ثابت-> عن | مآ 


500531 2-2 أثمالوك - ب ,9‏ ”“م3-ع 
أوجد السرعة والعجلة عند أي زمن 
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حت أن 


7 








,36 مو 15 - ,005366 12+ ,76 66- - رز 


ر 45005316 - رة اتصذو36 - ,26 126 - جح 


مثال (11): يتحرك جسيم بحيث تكون عجلته 


رغ 51 3- رة ] دم 5+ ,ة! 26 -0 
وإذا كان الجسيم موضوعا عند(3,2-,1) عند الزمن 0-] وكان يتحرك بسرعة تعطى من 
26 + ,36 - ,46 > 70 فأوجد 
أ- السرعة عند أي زمن 
ب- الإزاحة عند أي زمن 
أ- 
م 38 م مت 3 و 
أل( رعا :51 3- رع ] 005 5+ مع 26) | - غ0 | 
010 


ب + عا دم 3+ 6 1ى 5+ ,16 »17-26 
لإيجاد الثابت ,'0© 


ج 0+ ي36+,26- - 17-5 ج0-] 


2 ية- ,36- ,66- ,© ج 0+ ,36+ ,26 - ,26 + ,36- ,46 


م م م م م 5 مع - 
ي6 - و36 - برءع6+ ريغا 5م 3+ رع )171 35+ يرة: ع2 - 7 


03 ي1(6-] وم 3)+ ب 6 (116-3 5) + ي 8( “267 -6) - 


غ4 ي1-1(6 وم 3)ح رة (1-3 زد 5) + 6( 6-267) | - 7 | -م 
)4( 


و0 + ي 6( - 11 3 )+ رة 1-30 ومع 5-) + يق( 267 +66) - 


لإيجاد الثابت ول) 


050 


ج ر0 + ,غ5 - ,26 - ,5 - 5 ج 0-] 


26 + ,26 + ,6- - ر0 ج ر0) + ي36- ,26 - ,26 + 36,7 - 6 
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بالتعويض من (5) في (4) 
2(6 + -]#ؤى 3 )+ 6 (2+]1-3 ومه 5-)+ ي 6( 1- 2615 +66) - ] 
5 تكامل المتجهات 


إذا كانت كر دالة متجهة في متغير فإن تكامل هذه الدالة يعطى بالعلاقة 


)رك | + 411 (ة) برل ]7+ 1 (11) ل : - سوممة | 
داخل عمليات التكامل كميات قياسية ولكن النتيجة كمية متجهة 
أولا : التكامل الخطي 
إذا كان (0) مسار منحنى يصل بين نقطتين 2 ,, وكان متجه الموضع لجسيم يتحرك على هذا المسار هو 
6(1): + [(6)مز + 6(1)< - )م 
فإذا كانت (7 , /ز, ) / دالة متجهة فإن التكامل الخطي للمركبة المماسية للدالة 17 المتجهة يعطى كالتالي 
و18 
رفيا + رفيا + نفيك | - 45 :8 | - ١07‏ | 


1 


8 
فإذا كان ح يمثل مسارا مغلقا لا يتقاطع مع نفسه فإن التكامل الخطي حول المسار المغلق يرمز له بالصورة 
التالية : 
4و4 + بر4ي4 + دفر4 | - 8:45 | 
ومرحة عاد فإ قيية التعاتل الخطل تنه عل المنناز ناعة فى اتدالة لاض عهدنا عون الرحال سحافظا 
ففئ هذه الهالة يكل اللعفه ‏ افكذان لدالة فياسيية أي أن 


0 ح م 07006 - 4 
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ففي هذه الحالة يكون التفاف 2 أو الشغل المبذول على المسار المغلق مساو للصفر 


0 917006 اعتلك ح لماغخله 


وق هذه التحالة تكوون قن لتكاطل لط فون معققة ولي الفيناك أو لكك تفتلاف على الذالة القرانيةافاى هف 


و8 


و1 
| - 2 | - مه ؟] -2.4 | 
ل ل 0 -0) 


م رص 
ففي هذه الحالة لا يعتمد التكامل على المسار بل على قيمة الدالة عند بداية المسار ونهايته فقط ويتضح كذلك 
أن الكامل التكاق فربوةه العلاة شكون حمر ا 


و8 


- (يق)م - (رط)م - 8:35 | - 4:4 


1 


ويسمى المتجه في هذه الحالة بالمتجه المحافظ ومثال ذلك مجال الكهربية الساكنة . 
ثانيا :التكامل السطحي : 
إذا كان 5 هو السطح الذي سيتم عليه التكامل وو عنصر المساحة و5 هو متجه الوحدة العمودي على 


المساحة 05 فإن التكامل السطحي للمتجه 8 يعطى على النحو التالي 
ده 50م ٠:‏ لسالقا | - 5ه :2 | - قفد :8 | 
5 5 3 


ويمثل هذا التكامل التدفق (الفيض) . 
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2-017 / 
/ 
5.) نظريات التكامل 
نظرية جرين 
وتنص على أن الفيض الكلي لمجال متجه ‏ خارج من سطح مغلق 8 يساوي التكامل الحجمي لتباعد هذا 
المكحة ار معت لكن #إن التكامن السمني كنار فححة عل حجر ما هاري التكايل النطلص الفححة نشية 


على المساحة المحيطة بالحجم نفسه 


8١ 45‏ | - 7ه 8 سنة | - ننو(ة 6٠‏ مقة | 
5 1 4 


نظرية ستوكس 
تكامل الالتفاف لمتجه على سطح ما يساوى التكامل الخطي للمتجه نفسه على المسار الخطي المحيط بتلك 
المساحة 
6١245 - 8‏ | 
0 5 
أي أن التكامل الخطي المغلق لمجال متجه حول مسار مغلق يساوي التكامل السطحي لالتفاف هذا المتجه في 
الاتجاه العمودي على السطح المحاط بالمسار المغلق. 
5 مفاهيم هامة 
ه متجه المساحة 
تمثل المساحة بمتجه يكون في اتجاه عمودي على المساحة وطوله يتناسب مع مقدارها حيث 


05,7 , 05-0207 , 05-0057 


ويمكن كتابته على الصورة التالية : 47 - 45 حيث 72 هي متجه الوحدة العمودي على المساحة . 
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500 

الفيض العمودي من متجه ما خلال عنصر مساحة 18 يعرف بأنه حاصل الضرب القياسي بين المتجه 

ومس مكف المتلدة.. 'شفلة إذا كان( الفتفة: "ينل هده لقان اكير و" قن االفيسن لبود 
الكهربي للخارج خلال عنصر المساحة و0 نحصل عليه كالتالي 


01 - 8 ٠ 05 - فآ‎ ٠ 505 - فا‎ 05 


حيث ,رر مركبة شدة المجال الكهربي في الاتجاه العمودي على السطح للخارج ويعطى الفيض الكلي بالعلاقة 


التالية 


10101 || + عدر || + افيه | - 8:45 | 


وفي حالة التكامل على أسطح مغلقة فإن اتجاه متجه الإزاحة يشير إلى خارج السطح اصطلاحا » أي أن 


الفنضن الكل وان معد ةق الفضر لعفاف للنتهه الى تقار ,اللخ نرف للحت الخو 
مسائل على الباب الخامس 


1- سيارة تتحرك 5/7 باتجاه الجنوب بعد ذلك 2/7 باتجاه الغرب. أوجد محصله الإزاحة ( مقداراً و 


اتجاها). 


2- سيارة تقطع مسافة 207/7 شمالاً و بعد ذلك تقطع مسافة 35# باتجاه 605 غرب الشمال . أوجد 


مقدار و اتجاه محصله الإزاحة 1 


3- إذا كان هر يمثل إزاحة مقدارها 37# باتجاه يصنع 309 مع الاتجاه الموجب للمحور السيني و كانت 7 
تمثل إزاحة مقدارها ,3 بالاتجاه الموجب للمحور الصادي. أوجد بيانياً ما يلي 
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) 18+ م ب) 8 - 4م ج) ى - 8 د) 8 - 34 


4- المتجه 4م يصنع زاوية مقدارها . مع الاتجاه الموجب لمحور السينات . أوجد مركبات 4ر في 


الحالات التالية : 
) 80-606 0 , «رو د لم 
ب) 0-1206 , 67د ل 
ج) 2255 -60 , 4-12 
5- أوجد محصلة القوى الآتية التي تؤثر في نقطه على جسم علماً بأنها مقدره بالنيوتن : 


0 بزاوية 205 » 700 بزاوية 7205 » 80 بزاوية 770 ٠»‏ 720 بزاوية 2409 و جميع الزوايا 


مقاسه بالنسبة للاتجاه الموجب لمحور السينات . 


6- يتحرك جسيم على المسار 
رهز 46 - 23 )+ 6[ 2 -36)+ يرق + 3) دع 


1 1 


4 : ب 
سام 50 1ه ع نل[ , +ع ومن دعر 


أوجد السرعة والعجلة عند أي زمن 
8- أذا كان متجه الموضع لأي جسيم عند أي زمن 
076+ بو اللكلطلوط + ,16 005 جه - ]1 
أثبت أن مقدار السرعة لا تزيد مع الزمن ومقدار العجلة يظل ثابتا. 


وشت أن 
42-2 ح (م ج+م) ١٠(م‏ - م) 


2 <ا 242 ح (8 + م) »ا (8 - م) 
يمكنك الإستعان بقوانين التوزيع الآتيه 
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4-6 + 8١م‏ - ل + ق) ١4م‏ 
6 كا 4 + 8< ىم ح- (0 + 8) ا كل 
0- بإستخدام المتجهات الآتية 
6 مذو 7 + 6و0 2 حا م 
,6 مأو 7 - 0 وم فر - )0 
6 مزه 7 + 0 وق كر < عر 
فإثبت أن 
6 طزه 6 5م» + 0 205 6 زد ح (6 + 5110)6 
6 طزد 6 مطأد - 6 05 8 5مك ع (6 + 200506 
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الإحدائثيات و الأشكال الهندسية 
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الباب السادس 
الإحدائيات و الأشكال الهندسية 
6.) النظام الإحدائى 
أولا: النظام الإحداثى الكارتيزى 


النظام الإحداثى الكارتيزى هو النظام الخطى للإحداثيات والذى يمكن من خلاله وصف نقطة فى الفراغ 


بمعلومية (2,9,7). 
(21) /؟ 


٠ (لآ.)‎ 


<2 )1( 





(0.0) 





شكل (1-6) : النظام الإحداثى الكارتيزى 
إحداثيات النقظة المتوسظة 


261 1 322 171 1 172 21 + 22 
2020202 2 





( 


ومعادلة المسافة من نقطة الأصل 


(6.1) 20(7 - يع) + 2105 - و7) + 2105 - ج2) /ء - 0 
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الشكل التالى (شكل 2-6) يوضح التقسيمات المتخلفة للمحورين )ا و/ا كأجزاء سالبة وموجبة 


الريع الأول الريع الثانى 


2ه ع 








الريع الرايع الريع الثالث 


7 


شكل (2-6): الأجزاء المختلفة لمحاور الإحداثيات 


مثال: مثل النقطة (3:-2) على محاور الإحداثيات ثم إذكر الربع الذى تقع به 


6ه 6- 








سو 


تقع النقطة (3:-2) تقع فى الربع الرابع من محاور الأحداثيات 
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ثانياً: الإحدانيات الإسطوانية : 


بالمسافة ( نصف القطر ) (©) والزاوية (0) التي يصنعها مع المحور الأفقى وتوصف النقطة فى الفراغ فى 


تلك الإحدائيات بمعلومية (2 ,0 ,2) كما هو موضح بالشكل (3.6). 


ا" 2 ,ل ) 





شكل (3-6) ٠‏ النظام الإحداثى الأسطوانى ( 7 ,0 ,6 
ولتحويل من الإحداثيات الكارتيزية إلى الإحداثيات الإسطوانية 
(6.2 2 06زد” ح تر , 700580 ح عر 
27 > 16> 0 
0 ,7 
0 > 7 > م0 


مثال (1): أجد المسافة بين النقطتين (2,5) ,(3,7-) 


124 


لنفرض أن 
(3,7-) > (ونزروة) ,(2,5) > (زءت) 
9 - 4 + 1/25 - 5(2 - 7) + 2(2 - 3-) ل > 2(رنز - وب + 2(ند - و0 /. - 4 
ثالثاً:الإحدائيات القطبية : 
الإحداثيات القطبية هى مجموعة المتغيرات التى تمكننا من تحديد نطقة ما فى الفراغ الثلاثى الأبعاد بمعلومية 


نصف القطر (م) وزاوية السقوط على الدائرة الإستوائية (0) وزوية السقوط على الدائرة القطبية (6) أى أن 





شكل (4-6): النظام الإحدائى القطبى )0 6 م0( 
وللتحويل من النظام الإحداثى الكارتيزى إلى النظام الأحداثى القطبى 


(26.3 50م مع- 52 ,10(0516[وم ع تند ,056 5100م ع عر 
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0 > 6 > 7 


0 خ- م 
27 > م > 0 
وتعطى قيمة نصف القطر (0) بالمعادلة 
(6.4) تج + 2بر + #عرل. - م 
مثال (2): أوجد الإحداثيات الكارتيزية للنقطة (8)8,1209,309 و(8,1209,5)/ 
الحل 
أ) النقطة هر 


الإحداثيات الاسطوانية للنقطة هر 
7-5 ,120 عم ,8 ع م 
72-7 ,0 م51 م ع بز ,0 205 م ع عر 
إذن 


2-5 ,4.3 - 120مزو8 - بو ,4-- 8005120 عر 


وعلى هذا فالإحداثيات الكرتيزية للنقطة هر هى 


(3,5/-4,4-)4 
ب) النقطة 18 
الإحداثيات الكروية للنقطة 18 هى 
0 حب ,120 - 0 1-8 
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560 - 7, 651000 مذذ1 ع ا, 0 05 © مز5” ع نر 
0 005 -ح 7, 12051230مماوة ع ن, 1012000530و8 ع عر 
4- رو ا -- ل 6 جاع 


وعلى هذا فالإحداثيات الكرتيزية للنقطة 1 هى 


406,23 ,-4( 


مثال (3): أوجد موقع النقطة (1,3-,4)2 فى الإحداثيات الإسطوانية والكروية 
الحل: 
أ) الإحدائيات الإسطوانية 


الأحذافيات القلاتيذية: النقطة المعطاة 


- 1,2- ح بو,2 حير 
7د ردم 
"3ح حد: وتة] 0 مه - م 
3 -<2 
إذن الإحداثيات الاسطوانية للنقطة 
(5,333.3',3ل.) 


ب) الإحداثيات الكروية 


الإحداثيات الكارتيزية للنقطة ير 
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3 - 1,7- -< ,2 ع ير 


4 - 1+9+ 4ل - 22ب تو نول ده 


1 95 
05 - وم -ح 6 


3 
4 بتع 


- 6 


الأحداثيات الكرؤية للنفطة يم 
(333.39 68 014 
مثال (4): عبر عن المتجه ,26 + ,6< - ,96 > "7 بدلالة الإحداثيات الإسطوانية والكروية 


الحل 
الإحداثيات الإسطوانية 

7-7 ,مدوم ع-تندزٌ ,0050م حر 

م06 لاد - 020506 ح ,© 


0506© + ,06 طاو - ,2 


اح 


- 6 
2 


2 


22 + ( 02) 005 + ,02 0)5113) 6005 م - ( 02 511 - , 0060522 51م - 
6ج + © 0050)07© م - ,م 02) ذ5 0) 005 م - 02 “اوم - ,000562 صلوم - 1[ 
26 + رعهم- ع ي6ج + ره( 07 ومم + م “مذو)م- - "[ 
الإحداثيات الكروية 
560 - 7, 15126515200 ح ل , ©) 05 © مذو ”7 دعر 
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06 لاد - ,20502 2050 + ,20502 0 لاه - ,6 
60522 + م02 511 2050© + _02) هزد 0 ماد - ,6 
66 ملأو - ,20562 - 6 

(ي06) للأد - م05)06»© 02050 + _05)02» 9 0)512 5هه © مذر ‏ - '[ 

( 0502© + و02 511 0 205 + _02) 512 0 512)م هذ مزوم + 

(,66 طلآد - _0)600562 1005 + 
( 060506 “هدر - 6م “وو 06050 مذ" + 62 5162م “وم 0 كمه - 77 
( 605006 صو هذ هزوم + ي02) ”هذه 0560ت 0مذور + 6مكمهن” منسه) 1 


هم . حم 2 
و62 0512 5مع1 - 1005-02 + 


| 


- 0057 02, -  وألط‎ 0 20502 -  ةذه‎ 66 


مثال (5): عبر عن المجال الحراري ,و2 - 22+-240 -7 بدلالة الإحداثيات الاسطوانية والكروية 


الحل 
الإحذائيات الاسطوانية 


7-7 ,10[وم ع تر ,0050م حر 
0 5 2600500 - 7ج + 240 - :17 
0 مذ “م - *ج +240 - :71 


الإحداثيات الكروية 
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050 -ح 7 ,1512651200 ح 57 ,0 05 © مذو / ع عر 
00 05 512090 27 - 0 +240 - 7 
00 0058 © م 272 - 200 +240 - 1 
6.) الخط المستقيم 
تكتب الصور العامة لمعادلة للخط المسقيم على الشكل 


(26.5 6 + مم ع بر 


حيث 7 هى ميل الخط المستقيم و 5 هو الجزء المقطوع من محور الصادات (77) . وميل الخط المستقيم 


الواصل بين النقطتين يعرف على انه النسبة بين التغير في,ز والتغير في © 


إذن : 
(6.6) 1-2 ور 
21-2 
م ع 0م 
لا 
إلنا 
5 


1130 





. إذا كان ميل الخط مساويا للصفر فان ذلك يعني أن المستقيم يوازي محور السينات‎ ٠ 
. فان ذلك يعني أن المستقيم يوازي محور الصادات‎ -٠0 إذا كان الميل يساوي‎ ٠ 
خ- المستقيمات المتوازية والمستقيمات المتعامدة:‎ 
يقال أن المستقيم ,,1 موازياً للمستقيم 1,2 إذا كان ميل أحدهما يساوى الآخر‎ ٠ 
717 > 72, أي أن و || بآ إذا كان فقط‎ 
يقال أن المستقيم ,1 يعامد المستقيم ,1 إذا كان حاصل ضرب ميلاهما يساوى الوحده‎ ٠ 
1:1 72 - 1 أي أن 2ط ل رةه إذا كان فقط‎ 
د- أشكال مختلفة لمعادلة الخط المستقيم‎ 
معادلة الخط المستقيم الذي ميله 2 ويمر بالنقطة(,/ز , ,)2 هى‎ 
ح ينو - رز‎ 7106 - 22( 6.7 


وهى تمثل معادلة الخط المستقيم بمعلومية ميله و أحد النقاط الواقعه عليه 


معادلة الخط المستقيم الواصل بين النقطتين وت د 2 و (972,) 55 7 


(6.8) كسمل 1 4 ههه 
1 - 262 26-1 





وهى تمثل بمعادلة الخط المستقيم بمعلومية نقطتين عليه 


» و أخيراً يمكن كتابة معادلة الخط المستقيم بمعلومة الجزء المقطوع من محور الصادات والجزء 
المقطوع من محور السينات على الصوره 


- 1 )6.9( 
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6.) الدائرة 


الذاتوة في محدزعة التشاكل الفتصيلة مجعيها و الدزقعة فى الممكوق ونع قل انان قله اي 


تقع فى منتصف الدائرة وتسمى بمركز الدائرة 


كت - نر 
2ه 
م 
ديا 
ب 
ب 





دا ااه 


“د كور س) جرورم 








كته - عد / (0, 0) ستعتردته 
ع 


شكل (6-6) + يمثل الدائرة التى نصف قطرها (:) ومركزها (| ,:[) 
بعادلة الذائو» التى مَكؤها 16+ 0 رنصف قطرها (م) تكقب على الضورة 
7 - >2 - بن + 5( - ممم 
وبفك المعادلة السابقة 
م ح رن21 - تع + تبر + م2 - 15 + قير 
وكاغان كرشت الح السافلة اللناقة فكمتل عن 


0 - 2م - 2ع كم د بن21 و23 - ةرور + قير 
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وبوضع 


(6.10) دع + بورق + عرو + #رو + 2ن 
وتمثل المعادلة (10.6) الصورة العامة لمعادلة الدائرة التى مركزها (©1 ,) ونصف قطرها (7) 
وفى حالة إذا ما كان مركز الدئرة هو نقطة الأصل (0 ,0) ونصف قطرها () فإن معادلة الدائرة تأخذ الشكل 


(6.11) 2م ح شرو + 2عر 
6.) القطاعات الهندسية 


1- القطع الناقص (الإهليج) 
هو مجموعة النقاط فى المستوى التى يكون مجموع بعدها عن نقطتين ثابتتين ( البؤرتين) عدد ثابت 


وتعطى معادلة القطع الناقص الذى مركزه (ك1 ربط) وبؤرتاه تقع على محور السينات على الصوره 


عن 2(محم 
ترف 0 


(6.12) 1 
حيث (م < 0 


وترتبط المسافات » ,6 ,3 معاً بالمعادلة 
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شكل (7-6) : القطع الناقص 


وتشعين التفتلة إلى كم فى منتعيدف الشللينة السيظفيية الراض مون الور فين تركو الفط لطن 
المستقيم المار بالبؤرتين بالمحور البؤرى ويقطع القطع الناقص فى نقطتين تسميان رأسا القطع وتسمى القطع 


المستقية الواصلة بين الرأسيين بالمحور الكبير وطولها (2) وتسمى النسبة ( > ) بالإختلاف الكبير. 
وبالمثل أيضاً فإن معادلة القطع الناقص الذى تقع بؤرتاه على محور الصادات تكون على الصوره 


الشفسي: لعن 


7 2 1 )6.13( 


2- القطع المكافئ 
القطع المكافئ (شكل 7.4) هو مجموعة النقط ((8 , )24 ) في المستوي والتي يكون بُعد كل منها 
عن نقطة ثابتة (0,م170 تسمى البؤرة حيث 0 <2 مساوياً دائماً لبعدها عن مستقيم معلوم ”10“ 
يسمى الدليل لا يحوي البؤرة. اي أن 


10 - #إر 
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وتسمى النقطة 0“ برأس القطع المكافئ» ويسمى المستقيم (:: ) المار بالبؤرة والعمود على الدليل 


بمحور القطع المكافئ 








دخ وبمارصس ع2» 


شكل (8-6) : القطع المكافئ 


3- معادلة القطع المكافئ 
أولاً : القطع المكافئ الذي بؤرته تنتمي لمحور السينات ( 2-53 ) ورأسه في نقطة الأصل 

في المستوي الديكارتي المتعامد المحورين وبناءاً على تعريف القطع المكافئ يمكن ايجاد معادلة القطع 
المكافئ في ابسط صورة ممكنة كما يلى : 
لتكن النفطة (0,0) 1 هي بوّرة القطع المكافئ والمستفيم (1 هنو دليل القطع:المكاقئ + والنفطنة (تؤرو) 0 
نقطة على الدليل حيث 710 عمودي على المستقيم 7 » والنقطة (1/),17/ من نقط منحني القطع المكافئ 
والرأس في نقطة الاصل ( 0,0 ) كما في الشكل (8.6) . 


من تعريف القطع المكافئ حيث 


إذن 
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7 - 7 + 5زم + علق ع 0(5 - /ن + 5زم - ين 
وبتربيع الطرفين وفك الأقوس 
2م + م2 + 2ع ع 2رو + 2م + عرم2 - 1:2 


الأصل 


(6.14) 6 < وملارع«م4 دغر 





و 
1 
1 
1 
١‏ 
1 
1 
,| 
1 
1 
1 
1 
١‏ 
1 
١‏ 
١‏ 
1 
١‏ 
١‏ 
| 
1 
١‏ 
1 
1 
| 
| 
1 
١‏ 

2. 


شكل (9-6) ٠‏ القطع المكافئ الذى بؤرته تنتمى لمحور السينات و رأسه النقطه (0 ,60 
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ثانياً : معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته تنتمي لمحور الصادات ( 3-9215 ) ورأسه في نقطة الأصل 


وبالمثل يمكننا الحصول على معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته تنتمي لمحور الصادات ( 5نع:ه-/ ) 







كا ي) 


د سد عضده 
ل 


5| 





شكل (10-6) : القطع المكافئ الذى بؤرته تنتمى لمحور الصادات و رأسه النقطه (0 ,00 
وتكون المعادلة القياسية للقطع المكافئ الذى ينتمى لمحور الصادات 
(6.15) 0 < ملارنوم 4 ح كير 
ثالثاً: المعادلة القياسية للقطع المكافئ الذي محوره يوازي أحد محورى الأحداثيات ورأسه النقطة (ع/ ,7 ) 


فيما سبق تعرفنا على معادلتين قياسيتين للقطع المكافئ وهما: 
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فاذا كان الرأس هو النقطة ((/, 8) 0 ) فان المعادلتين القياسيتين هما 
(111) 0 - #امةهة - 65 - رم 


)11 .لط ح 7) م4 


تمثل المعادلتين السابقتين المعادلات القياسية للقطع المكافئ الذي رأسه النقطة (# , () ومحوره يوازي إما 


1 - مس 






1 


ٍِ 
5 


اخ ته م جم جه جه و عم نس جم نس دز 





شكل (11-6) ٠‏ القطع المكافئ الذى بؤرته تنتمى لمحور الصادات و رأسه النقطه (] ,:7) 
4- القطع الزائد 
القطع الزائد هو مجمو عة النقط في | لمستو يِ التي تكون القيمة المطلقة لفرق بعدي اي منها عن نقطتيز' 


ثابتتين (البؤرتان) يساوي عدداً ثابتاً. شكل (11.6) 
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شكل (12.6) : القطع الزائد 


((0 22 و1 ,)0 06 1 
(0 به -) يك ,(0 به) ”ا 


والنقطة (2),37 نقطة من نقاط منحني القطع الزائد. ومن التعريف السابق للقطع الزائد فإن 
20 - إررم - كام 


حيث (20 ) عدداً ثابتاً يمثل طول المحورالحقيقي للقطع الزائد الذي تقع عليه البؤرتين والرأسين وكل من 
(8 ,م) يسميان طولي نصفي القطرين البؤريين المرسومين من نقطة () والمسافة (12 ”1 ) تسمى 
بالبعد البؤري ويساوي ع2 وطول المحور المرافق او التخيلي هو (20 ) (وهو المحور العمودي على المحور 
الحقيقي والمار بمركز القطع) 
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معادلة القطع الزائد 
أولاً : معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه على محور السينات ومركزه نقطة الاصل 


من الشكل (11.6) وطبقاً لتعريف القطع الزائد فإن 
6ك وزوتت: وص يواح جرم جورم 
0+ ح شير + 2م + من ب #يو + 2م سس مع جد 
#رو+ 2ق + يم + 2+ ح 2#بر + 2ن اهعم جد 


وبتربيع الطرفين والتبسيط نحصل على 


ومن الشكل (11.6) حيث أن 


< ع0 < 0,3 <2 


6» - 2 < 0 
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ثانياً : معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه على محور الصادات ومركزه نقطة الاصل 


الطريقة السابقة نجد المعادلة القياسية للقطع الزائد فى تلك الحالة. 


- 1 )6.17( 
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الباب السابع 


الدوال 
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الباب السابع 


الدوال 


7) دالة القوى 


1- الأس عدد طبيعي والأساس عدد حقيقي ثابت: 
هي صورة كتابة مُختصرة لحاصل ضرب عوامل مُتشابهة عدد نهائي من المرات» والقوى هي عملية أحادية 
ومُغلقة تُجرى على الأعداد الحقيقية. 
فعلى سبيل المثال إذا كان لدينا عدد من العوامل المتشابهه ح مضروبه ببعضها عدد 2 من المرات فإنه يمكن 
كتابتها على الصورة 


“7ن ح ... ؟ط 0 < © »> 0 »7 0 > 0 >7 0 


8 © 00 
ل( ع 11 


2- الأس عدد صحيح سالب والأساس عدد حقيقي ثابت 


في حالة ما إذا كان الأس عدد صحيح سالب والأساس عدد حقيقي ثابت فإن دالة القوة تعرف 


بالصورة 
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3- الأس عدد نسبي والأساس عدد حقيقي ثابت 
فى حالة ما إذا كان الأس عدد نسبى و الأساس عدد حقيقى فإن دالة القوة تكتب على الصوره 


1 
0 - نته 


ويمكننا تعميم ذلك التعريف لكل أس نسبى على الصورة 0 ع 3*5 بحث أن 7( © 3,71 و أيضاً ع 71 
0 < 110 
1111-1 


0 ع أوأأن 


الزاتم ع أزطهم) 
عي 
1711-1 ا 7 
7ن 1حن 
52-2 
1 - فني 


وظة 2 
إذا كان أس القوة زوجي والأساس سالب فالنتيجة النهائية موجبة؛ أي: 
ع - 05 بحيث أن 0 >4 و 7 عدد زوجي. 


7) الدالة الأسية 


تعرف الدالة الأسية على أنها الدالة المعرفة على مجموعة الأعدد الحقيقية 9 بحيث يوجد لكل عدد حقيقى عر 


عدد صحيح موجب ( يحقق العلاقة التالية 
7.1 (2)ما ع بر 
ويرمز للدالة الأسية بالرمز (جيدء) أو (ءع) 
خواص الدوال الأسية 
لكل عدد عر ينتمى لمجموعة الأعداد الحقيقية فإن 


1- 0 < 3م 


7- إذاكان م ح 6م فإن م ح 0 
وإذاكان 65م > >©م6 فإن م > 0 
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حيث أن 4 وم عددان حقيقيان 


تفاضل الدالة الأسية (ع) 
بفرض أن لدينا دالة (*)/ قابلة للإشتقاق فإن 
01 
د لج يت ا ا 
6" 86 جح 6 
( 1 0 
تكامل الدالة الأسية 
ع + 1000م ح سم قله | 
7) الدالة اللوغارتمية 
يعرف لوغاريتم عدد ما بالنسبة لأساس ماء بأنه الأس المرفوع على الأساس والذي سينتج ذلك العدد 
ولذا فإذا كان 
(27.2 »دج ح بر 


بحيث أن نح دعر 
أى أن الدالة اللوغارتمية هى معكوس الدالة الأسية 


العمليات على اللوغارتمات 


8 - مج108 - (20) 108 
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م 
8 6 - 1082 ح- 85 م108 


- "7 ي108 
0 > 1يع10 
1 ع 0بيع10 
اللوغارتم الطبيعى 


فقت الضوي» الغافة لمحادلة التكائق الغير: محدود لثدالة الأبية على الشكلن 





وذلك تحت شرط أن 1- عد 7 وكما هو واضح من الشكل المقابل فإن ر/1 ح «ز لابد أن يكون ممكنن حتى 


نستطع تكامل تلك الدالة 


لنفرض أن أحد حدود التكامل هى 1 -ح عر 
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وهذا يعنى أن التكامل سيكون محدود بين النقطتين 1 - عدو2. 


4 دهم | - ممما 


1 
"0 - ] 00 - 02.5 


سنقوم الأن بدراسة بعض الخصائص الهامة للدالة "/[ 


لنفرض أن 
) «ا ع (#ت) و ب) "ير - (2) 9 
1 1 1 
حت ا -- (900) "1 ح )“مز 2 1 -- (90)0) "1 ح (موع1) م 
ِ - مض . حٍِ مض 
6 69 2 69 
0 ح (زمن) "17م - (لتمر) م[ 0 ح (من) ”1 - زعوع1) "1 
0 ح ممم -ح تيو ام[ 0 ع زع« جد عو]) ]1 
0 ح (زمن) لم - زواعو 1 6 ح (2) ]ا - (زعوء1) 1 
بفرض أن 1  -‏ بفرض أن1 - 2 
0 > (7)01 © - (7)1 - )رم 
6-0 0 -(7)1 


1017 


)7 - نر 
(م) 1« ح رامح ]1 (2) ”1 د (1) ”1 ح زعوء1) 1 


وتلك الحالتان تعطى إنطبعاً على أن ()/ هى لوغارتم حيث تخضع الدالة لقوانين اللوغارتمات ومن ثم 


فيمكننا وضع تعريف عام للدالة اللوغارتمية على الصورة حيث 
(27.6 دما ع زعت 1 


فإن 
20 
7ج ]| - 1 
200ي0 دل | حدم 
1 


وهى عن اللوغارتم الطبيعى حيث 0 < 2 
الأس الطبيعى 


من المعروف أن اللوغرتم الطبيعى يعرف على الصورة 


2 
1 
- ] ح م1 ع (زعر) ] 
م عدم[ ع زعم 
1 


0 > 1 مآ ,0 < عن 


(0) 1 - زعدظك + عن ”1 


/ 1 00 11# 
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عدم - رعرظل + عد رآ 
01 1 و 


طم دعر 1 
10 - نز[ ح- 
96 عل مدق - 





1 1 


ل 





16 صل 
لنفرض أن 1 - 
/1 : 
-ذ/ (عرطل + 12)1 مذلا - 1 
الوه 
 )7.8(‏ مح عد (مك + 1) نز - 1م 
دج 11 
تفاضل وتكامل الدالة اللوغارتمية 


اللوغارتم الطبيعى 


1 
0 <عنر ده | - ندها 
1 


02001 - - (رع) “رمآ 
0 
1/2 - ير 


0 
() جح > (ت) طايري 


0 
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7) القانون الأسى للنمو والإضمحلال 


فى العديد من الظواهر الفيزيائية نجد أن معدل التغير فى معامل ما يتناسب مع قيمة هذا المعامل عند 
أى لحظة زمنية. على سبيل المثال معدل التبريد لجسيم من درجة الحرارة العالية» ومعدل التحلل الذى يحدث 


للأنوية المشعة مع مرور الزمن وأيضاً معدل نمو البكتيريا. 


من الناحية الرياضية نعبر عن معدل التغير الذى يحدث فى ظاهرة ما على الصورة 


حيث 1 هو ثابت التناسب ويكون موجب فى حالة النمو وسالب فى حالة الإضمحلال. 


المعادلة السابق يمكن إعادة كتابتها وذلك عن طريق إعادة ترتيب الحدود على الصوره 


1 
غ0 -ح 7 - 
0 1 
بإجراء التكامل لطرفى النعادلة السابقة 
4 آم 
|2 - نمف | 
0 وآ 


الصا دعم ع علل مر[ 


(7.9) 2 ىلم ح عار 


1130 


فى المعادلة السابقة 7/0 تمثل قيمة المتغير عند زمن 0 ح غ و ع/7 هى قيمة المتغير عند زمن غ. وحيث أن 
يتناسب مع |1( فبرسم العلاقة بين (1)02 وبين معامل متغير ما فيكون ميل المستقيم الناتج هو . 


معدل التغير فى النمو أو الأضمحلال فى زمن معين لمعامل متغير ما يزيد أو يقل على الترتيب بمعدل 2. 


ويسمى معدل الزيادة أو النقصان بفترة نصف العم 1ع 


1 /2461 17 
جم عم 0 6 33 للا 
2 ل 


2 - 1 
اه 1 


06 
(7.10) 0 3 /1 
7) الدوال المثلثية 


تسمى الدوال المثلثية بالدوال الدائرية وهى تنقسم إلى ست دوال : دالة الجيب 106و وتختصر على الصوره 
(510) وجيب التمام 106زومح وتختصر (05ح0) ودالة الظل 6م0عع20 وتختصر (80)) ودالة قاطع التمام 
05611 وتختصر (نون) ودالة القاطع غمونجو وتختصر (عع9) ودالة ظل التمام 0011818611 وتختصر 


(أمع). 
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شكل (1-7) : الدوال المثلثية الأصلية 


تفاضل وتكامل الدوال المثلثية 


تفاضل وتكامل الدوال المثلثية ومقلوباتها يكون كالآتى 


0 
0 - 57711 سد 
01 
. 0 
0 - ح 051 د 
01 
2 0 
2 - 10111 د 
01 
01 
0 0501 - ح 050 د 
01 
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0 
5601010 - م566 د 
012 


و ذعوع- ح نم ٠‏ 
2 
ومن ناحية أخرى فإن تكامل الدوال المثلثية ومقلوباتها كالآتى 


ع + 2 و00 ساح هه | 
+5102 ح عدوم | 

ع + دمج ع جد مو 
ع + رمع ع 6 

0 + جرععو ح 0 
) + 2و0 ساح جانتاهه تدوقة | 
© + (عدع12)56 ع :د20 مم | 
© + (5[1) 12 - 203 201 / 


© + (7 6ه + عدعع12)5 ع :203 عع5 | 
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© + (« غ00 - عد عو )11 - 22032 052 / 
معكوس الدوال المثلثية 
إذا إعتبرنا الدلة 
م ررزى ح بر 
فإن معكوس الدالة يكتب على الصورة 
مر ررزى ح بر 


وبحت هر عاك 3م اتن تلوب الدله المتفة نو ديا تقد الممقوين لتلاف:الدالة تحيطة :رو لز أزنية لفن 
يكون جيبها (517 ) هو . ويكون معكوس الدالة فى هذه الحالة دالة إذا كانت قيمة عد محصورة بين> 1- 


1 
ولتجنب الخلط بين معكوس دالة 517 ومقلوبها فإن المعكوس يشار إليه على الصورة (ع301510) 
00151116 ح 1 
وهذا يعنى أن / هى الزاوية التى جيبها (مزو) هو ع 
وبالمثل فإن معكوس دالة ومح هو ومح2ج ودالة مه) هو مره]ح2ح ويكتب على الصورة 
1 ومع ح بر 


دا ارمع ح بر 
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ومن ناحية أخرى فإن معكوس الدوال 20121185614 ,5601212 ,20560311 يكتب على الصورة 


يموع ترز 
ر1تعم؟ ح بر 
ج1تعم - بر 
ويكون التفاضل للدوال المثلثئية العكسية هو 
1 4 1 0 
معحتجحة 2 يو 1 وووت سمادح عر وى د 
1 0/12 1|عد| 01 2 - 1ه 01 
1 4 3 7 
علد 12 مم5 دح ع1 05م ل 
1 --1/12| | 0 عر - 1/ه 0 
0 م 
2 17 47> 0 يرل ان الل 


ويوكنةا السيول هلف لكان لذو ان الطاكنة لمكبيية رتكا بزل ل در :لمتكا ايك التبائقة قعل وتيك المقال: 
1-3 حك | 
9" 77 - 1 لل 
2ير - 1ه 


وبالمئل بالنسبة لمعكوس لدالة جيب التمام (05») ودالة الظل (مة)) ومقلوبات تلك الدوال. 
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إشتقاق الدوال المثلثية 


إذا [عتير نا ضبَوؤرة الذالة 


0 -ح 1 
فيمكننا دراسة إشتقاق 87 بالنسبة إلى ع. فعن طريق النهايات نجد أن 


#دمزه - زععظة + عنممزاة ‏ ., 01 
عطس شح نينخ[ ع 


0 40 1 


دح عزم دعر 2 + عل در 


7 1ك ل ومع 2 - مزه - («ل + :)زد 


عدذل . 2ل 2 1 017 
ج5111 2+ م الى 0 


القيو 2 / 1 1 - 
05 ح- تسيا 2م )005 1 - 


وبالمثل يمكننا أيضاً إشتقاق الدوال المثلثية أخرى. وسنجرى الآن إشتقاق لإحدى الدوال المثلثية العكسية 


والتى يمكن على إثرها وبنفس الكفية إشتاق باقى الدوال المثلثية العكسية 


فلنأخد مثلاً معكوس دالة الجيب 
عط رزو ع رو 


مزه ع عر 
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1 _ 1 _ 1 _7ا4ك 
سرع -1/د 0517© 2 4 مية 
20 


وحيث أن 
7 -ح ن 
فإن 
0 
1/12 3ك 


و أيضاً يمكننا إشتقاق معكوس دالة الظل على الصورة 
1- ح 
0 101 ح 1 
7 -ح ن 


1 000100000 1 -ترك 
2 + 1 برإتربوخع + 1 ب«زو2عمى 02 





7) الدوال الزائدية 


الدوال المثلثية أو الدائرية مثل دوال الجيب (ع51) وجيب التمام( عمزوه©) والظل (06ء18) 

كما نعلم تمثل بإحداثيات نقطة على محيط دائرة الوحدة (نصف قطرها -1) والتى معادلتها هى (+ 1:2 

- 72[) وبالمثل فهناك نوع أخر من الدوال يعرف بالدوال الزائدية تحقق نقطة على منحنى القطع الزائد 

وتعود تسميتها بالزائدية لأنها دوال مشتقة من دالة القطع الزائد ولأن لها خواص شبيهة جدا بالدوال المثلثية 
قن سيق كنا 
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(7.112) ل - ح 6005122 ,للب ح 51113 


*ددى 2 


6 
11 لح ووطمه] 
)0 ( 0 ب ع قطصة 


بإعتبار النقطة (2) ذات الإحداثيات (2: طم[ ,: 2»05) حيث المتغير البارامتري ‏ ليس زاوية دائرية» 


ولكنه زاوية زائدية والتي نتوضح ضعف المساحة بين المحور السيني والقطع الزائدي والخط المستقيم 


الواصل بين نقطة الأصل والنقطة (3 3,511 5[1م0) على القطع الزائد. 


من المعروف أن معادلة القطع الزائد الذى يقع على محور الصادات حيث 0-0-1 هى 


1ع ك>2يررد- >24رر 
لنفرض أن 

0511 - عر 

أطمذة ع بر 


وعندما تتغير ‏ من 0ه- إلى مه فإن النقطة 7 تكون قيمتها ضئيلة على القطع. 


وبالمثل فى حالة الدوال المثلثية فإن الدوال الزائدية يكون لها مقلوبات وتكون على الصوره التالية 


2 طأوم» 





1 1 
ح 2 طخ)م» حت عوطاعع5 لاح 2 1و0 
2 5111/1 عد طوم»ء 3 511111 
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خصائص الدوال الزائدية 


هناك العديد من الخصائص للدوال الزائدية والتى تنطبق مع سلوك دوال القطع الزائد من ناحية 


العمليات الرياضية عليها 
1 ع رقطبنزى ج عر كوم 
ع6 ح عرة (اروغ - 1 
*م ح عر لاوزو + عتطومه 
عد طدم» تتطصاه + تطدوم عد طمذه ع (مر+ عد)طم1اد 
تن طمزد عد طصتد + تقطومء عتطومء ع (مر+ بد)طوم 
3 05 2 طصزد 2 ع 22 أمزك 


7طصطة + دطمها 


ات 1 
ل ططه 2< طمن + 1 وواقاوة 


#دتطدم» + 1/1 


١ 
005 2 2 


مركوعى ح 1 سس بركوز]ا 


ططاد + عتتبطدمء ع 2(7 طمزد + عد طومء) 


159 


مشتقات الدوال الزائدية 
4 
205 ع عر(مزه-ب 
0112 
1 0 
طمزه ع د طوم» 1 


2 0 
عد خطع56 ح عر طومةخ ب 


011 
2 01 
ع خطع 25 ج جح عن 20 ب 
011 
0 
2 لماع معه56 - ح عر عمو - 
011 
0 
0 عد طع 25 - ع عبررعوع ب 
011 
اذا كانت ,و دالة قابلة للاشتفاق بالنسبة ل عر فإننا نجد ما يلئ 
ب . 11 2051 ح تمزه 
01 01 
11 1 2 
حج. غ1 ذه ح يرتط05 ل 
011 011 


كطعهة ح عط 0 
ان )56 ع إن 0 


2 0 
حبس .رين خطعو2 ع ح 1ن 0ع ب 
011 1 


0ظ1 


0 
له .11 13117 نه ع5 - ح نر وزعع؟ ب 
01 


0 
0 [أ0»© نتطع 5 - ح- 011 يرق 


تكامل الدوال الزائدية 


ن) ع ا طدم» ع يتل سطماء | 
) عل لا طمطأد ع 011 ساد | 
0 + 011/11 ح لتلا 2ع 56 1 
0 د لاغ 20- ح رن لنتراء 25 | 
) د متا[ء56- ح نال لا ططدا لا اعع5 / 


) عل ورطعو اح ب متام به مقع | 


الدوال الزائدية العكسية 


بما أن كلا من الدوال (ع5ء, 0472©, 2012/2, 517:7) دوال احاد ةٌّ فإن لها معكوس دالى وهو 


1 “عي , + طغو» ,+ طصق , + طمزه على الترتيب 
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لكن كلا الدالتين 11ع56, 0051 ليست دوال احادية لكن نستطع عن طريق تحديد نطاقهما ان نوجد المعكوس 
الدالى لهما. 
نأخذ الفترة [0,0] نطاق ل 051 فعندئذ تصبح الدالة احادةٌ و يكون لها. +051-1» بالمثل نأخذ الفترة 


[مه,0]نطاق ل راعهم؟ فعندئذ تصبح الدالة احادية و يكون لها.1 560/2 


ا - برطمذة كه 12 طملة ع بو 
* ع ترطومى ب 1 وم - بر 
مد ع تتطمه جه ع1 جوع ح رول 
* ع ترطامى ب 1 عم - بر 
ع ترواعهوو بت 1 زعوى - بر 
دح ترلعى ه ورا زعي - بر 
ويمكن أيضاً التعير عن الدوال الزائدة العكسية بدلالة اللوغاريتم الطبيعى 


عع« )1 +12 هد 5 ماع ع1 طمزد 


1< 2 )1 22/ له 0 ح عر زوم 





1 + 
-1 > 2> 1 


1 
( 1< د رآ نارمع 
20-0 2 0_1 


1062 


1[ ع 1 


مشتقات الدوال الزائدية العكسية 





22 - 7/1 + 1 1- 
كه ماع ع1 ررزععو 


2 +10/1 1 _- 
0 ماع عر طعى 





0 
0 2ن + 1/ء اللي 8 
1 < لبد رم 
0 وو ال 
د 0 1 رز ورمع 9 
8 رعس ب الي 0 
5 0 د مزع 
58 عمس جنل 3 
[١ 0 5‏ 1 
0 ل لاغ 56611 يرو 
مع - ا 
3 بال د لس نداش تح ةو 06 
01 تيا 1 اانا 9 
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7) الدوال المركبة 


تحدثنا سابقاً ( الجزء الأول ؛ الفصل الأول ) ععن الأعداد المركبة وذكرنا أن العدد المركب يكون على 


الصورة 
05 +0 دع 


فإذا كان كلا من ١‏ , 2 دوال مركبة فى المتغير ع فإن المتغير 2 يسمى بالمتغير المركب. وتعتوى الدوال 


المركبة على متغيرات مركبة 2 على نفس الكيفية التى تحتوى بها الدوال الحقيقية على متغيرات حقيقية. 
لنفرض الآن متسلسلة القوى ذات الإمتداد 6 حيث < هو العدد المركب والذى يوضع فى تلك الحاله على 
الصورة 
1( + 0) دع 
إذن يمكن كتابة متسلسلة القوى 22 على الصوره 
طاح عنهى - «(10+ه)ى - 2ق 
يمكننا الأ كين المكر كف الخاضن بسساملة الذالة البو قية اطاو عا الصيورة 


' )100* ١1 
4 لظ وداه‎ 
ع 2«طاق‎ [ 3 111 3 22 3 2210 


3(مط) .2 *+«ط) 
75 2 








ا 2] + يروم + 1 ح 
وحيث أن 1- ح 23: فإن المعادلة السابقة تؤول إلى 
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عرمخ + 1 











”زمط) ‏ *(«ط) 03ع#«م) ‏ 6(2) 
ال ل 2 0 

















”(«ط) 3(م«طم) . 4(«) 2 *2(«ط) 
[- 91 -0): +[ 4 ' !2 -1) - 


وحيث أن مفكوك دالتى الجيب وجيب التمام يكون على الصوره 


قين “فيو اير 7 5ع تر 
ا كروك نويا لا مح بور كمك بز 
وثم فإن متسلسلة القوى تؤول إلى 
(7.12) (7#ط مذو ] + عوط ووع) “نهم - «(اطتهاع 


والقلى سال الكعوو ة الغناية لضيوفة اليل 
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الباب الثامن 


النهايات والإتصال 


1066 


الباب الثامن 


النهايات والإتصال 


8.) الدوال 


تعرف الدالة بأنها علاقة بين متغيرين أحدهما متغير مستقل (يتغير أولاً) والآخر متغير تابع (يتغير 
ثانياً). أو يمكن وضع تعريف الدالة على الصورة هي علاقة تربط بين عناصر مجموعتين بحيث كل عنصر 
في احدهما يرتبط بعنصر واحد فقط في الأخرى. 
والذالة فن صنو وكيا العانة اكه الشكل: 
(8.1) (3)] - ر 


المصاحب. 
نطاق الدالة هو قيم ‏ التي تكون عندها الدالة معرفة [ لها قيمة محدودة ومعرفة] أو هو تلك المجموعة غير 


الخالية التي يراد إيجاد قيم أو صور الدالة لكل عنصر فيها. 
يقال أن الدالة (:// التي نطاقها م أنهازوجية إذا تحقق الشرط التالي: 
(8.2) (20) ] - (-) [ 


50000 الدالة الزوجية يكون متماثلا حول المحور الرأسي (ل). 
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يقال أن الدالة (:// التي نطاقها م7 أنها فردية إذا تحقق الشرط التالي 
(8.3) (0) /- - (-) زر 
ومن ثم فإن منحنى الدالة الفردية يكون متماثلا حول نقطة الأصل. 


خلاق ذلك الدالة ابسف واحية ولا فودية 


إذا كانت م ,ث دالتين فعندئذ يكون بالامكان إجراء العمليات الجبرية المختلفة على هاتين الدالتين لإنشاء دوال 


أخرى جديدة. 
ولا 0 ملا - روبى 10 ()و + (2)] - (2)(و + /) 
ولا 0 ملا - رو-ى 10 ()0 - (2) ] > )رو - /) 
و01 مشا - روى 10 (:)8(.9) ] - ()(9.) 
[0 غ () و رولا 0 رطا ع ::] - رورمى 2 (90/(*) 1 - (1/9()2) 





8.) تركيب الدوال 


ليكن 4 و 8 جزئين من مجموعة الأعداد الحقيقة 12 وليكن لدينا الدالتين 


5 ج 8 :وى رج 4:ضر 


نعرف حينئذ التركيب / ج 4 : 00 بالعلاقة 


(8.4) 2 (060)/])و - 0)(ره0) ,ل ء عدم 
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8.) الدالة المحدودة 


ليكن 4 جزءاً من مجموعة الأعداد الحقيقية 9, و 9 ج 4/,:/ نقول على الدالة / إنها محدودة إذا وجد ثابت 


/ > 0 بحيث 
(8.5) 1 > إلعاممر| ,مء عرب 


وعندما تكون الدالة / محدوده فإن المجموعة (4// المحتواة فى 9 محدودة ومن ثم فهى تقبل حداً أدنى وحداً 


أعلى ويرمز لهما “ر1م1 وير مناه على التوالى. 


8 الدالة الدورية 


إذا كان م ج 8 :/ فإن الدالة م تكون دالة دورية إذا وجد عدد حقيقى 0 لا يساوى الصفر يحقق العلاقة 


التالية 
(8.6) (0 + 2) ] - (2) ر ,1 ع علا 
ضمي الفقاسج لكوي اد 
8.) الدالة التربيعية 
الضئزرة العامة للمعادلة التريعية 
(8.7) ع دعوم + 2ييه - (2)ر/ - بر 


وترسم كمنحنى من الدرجة الثانية 
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شكل (1-8) : تمثيل معادلة الدرجة الثانية 
وهى تمثل فى هذه الحالة معادلة قطع مكافئ 
والذالة الكرونيعية تسالة حاف ةن قفي انه الكسز ةعلق العتدورة 
مه + ...+ 1ع_ييه + "انتببه ع (2)/ - بر 


حيث 0 عد 4» 7 عدد صحيح موجب أو صفرء ,4 عبارة عن مقادير ثابتة حيث 


12-1 
8.) النهايات 


تعتبر نهاية دالة إحدى المفاهيم الأساسية في التحليل الرياضيء وبشكل عام يمكن القول أن : 
الدالةم لها نهاية ,7 عند النقطة ,م مما يعني أن القيم التي تأخذها الدالةم/ تقترب بشكل كبير من القيمة ,7 عند 


النقاط القريبة من م7 أو عندما يقترب المتغير المستقل عر بشكل كبير من.7 


لنفترض أن الدالة (00)م/) هي دالة حقيقية وأن 4 عدد حقيقي أيضا عندئذ نقول: 
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(8.8) نا ح () رصنا 


مما يعني أن الدالة ()م تكون قريبة جدا حسبما نريد من ,7 عندما تقترب ‏ من العدد © ونعبر عن ذلك لغة 


(أن نهاية ,() / عندما تقترب ع من © هي..[) 
وغالباً ما تكون الدالة (()/) غير معرفه عند /ر - © 


ويمكن أن تكون الدالة لها نهاية يسرا أو نهاية يمناء فعلى سبيل المثال إذا كان لدينا دالة ما 
() كر رذ[ فعندما تؤول (2) إلى (2) وتكون (2) أكبر من (32) (أى نهاية يمنا) وعندما تؤول (2) إلى 
() وتكون (2) أقل من (2) ( أى نهاية يسرا). فيمكننا كتابة النهاية على الصورة التالية 


ا ع (د) ر مطنا 1 ع (عد) ر نا 
مجر لوجر 
0 العمليات على النهايات 
تحديد نهاية الدوال يمكن أن يكون يسيراً وذلك عن طريق وضعها فى صورة نظريات عامة. 
تهاية الدالة الثانة 


(8.9) © ع ©1116[ 


6 
نهاية المعادلة الخطية تكون على الصورة 

(8.10) 0 + 710 ع رط + عن دسلا 
إذا كانت (2)/ دالة متعددة الحدود فإن 


(8.11) (ه)ر/ - زمار سنا 
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إذا كان (<) 9 و(2)/ دالتان فى (<) فإن 
(9020 وبمرتطذا + (6) تر وببرططذ! - [() و + () را ومبرتصنا جمع النهايات 
(0) 9 وبمرتط! (6ت) ر ومبرتطة! > [() 9() أ ومبرتصنا حاصل ضرب النهايات 
60 عمسا _ 2 


حت إنتتت 1 حا يا 
(6) 4 ومموتط 1[ )م 9 11121[ صل قسمة نهايتين 


8 الإتصال 
لتكن/ دالة عددية حيز تعريفها يحتوي على مجال مفتوح مركزه هو م حيث زر © م2 


فإننا نقول أن دالة متصلة إذا كان و فقط كان 
(20) / - (رمت) / حصنا 
2-00 
ونقول بأن الدالة م متصلة على اليمين إذا كان وفقط كان 
(ت)ر - متام ونا 
مجر 
ونقول بأن الدالة م متصلة على اليسار إذا كان وفقط كان 


(6] - 60/ سال 


1/1 


الباب التاسع 


الإاشتقاق 
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الباب التاسع 
الإاشتقاق 
9]) المشتقة 
تعتبر الركيزة الأساسية لحساب التفاضل هو درسة معدل التغير لدالة ما بالنسبة لمتغير مستقل. 
(9.1) (2)ر - بر 


التغير اللحظى فى الدالة ()/ بالنسبة للمتغير م يمكن أن يعطى بميل المماس لمنحنى الدالة عند المتغير , 


كما بالشكل (1.9) . وتكتب معادلة المماس على الصورة 


7 - 22 
جسشلكت ح ورور 
2 - 22 


0 1 


)9.2( 


حيث تمثل () م معدل التغير اللحظى فى 6 





شكل (1.9) : التغير اللحظى فى الدالة :)] 
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وعندما تكون / صغير (أى تؤول إلى الصفر) يمكننا كتابة المعادلة (2.4) فى صورة النهاية على الشكل 


10 - نعط + نا ري _ 
جع ل ست وننز] ع 1و 


م 011 1260 


ويعرف التغير فى المعامل 7[ بالذ لنسبة للمعامل م بالاشتقاق. وهناك أشكال رياضية متعددة يمكن التعبير بها 
عن اشتقاق متغير ما كالأتى 


0 | | 01 
اليو الف اناا كر 


ملحوظة: لإشتقاق أى دالة لابد أن تكون الدالة مستمره وتحت هذا الشرط يمكننا القول بأنه ليس كل الدوال 


قابله للشتقاق و أيضاً فليس كل الدوال المستمره قابله للإشتقاق. 
9) قواعد الإشتقاق 
هناك العديد من القواعد المستخدمة فى عمليات حساب الإشتقاق وبيانها كالأتى 
إذا إفترضنا أن 
© ع رز 


حيث ع عدد ثابت. فإن معدل تغير الدالة بالنسبة للمتغير عر يساوى الصفر. أى أن تفاض القيمة الثابتة يساوى 


صفر. 


1/3 


شكل (2,9) + معدل التغير بالنسبة للدالة الثابتة 


و إذا كان 


7 ل 


فإن معدل تفاضل الدالة :ر بالنسبة للمتغير :د يساوى الوحده (أى يساوى واحد). ويمكننا إثبات ذلك رياضياً 
كالآاتى 


(0) ] - زنط + 2) ر   ..‏ غ0 
للك ات اسل 1 07 لالظ 
1 2-0 03 
دح عل + 2 0 
1 منزا[ - ملا ع 
0ج 1 0ج 1م 
و 
“دلا 
عر 
3 


1/4 


وهناك أيضاً أحد الطرق الهامه لإشتقاق الدوال ذات الدرجات العليا فعلي سبيل المثال 


1 


2-7 
فإن إشتقاق مثل تلك الدوال يكون على الصوره 


ادي د 07 
(9.5) 21 00 


ويمكننا إجراء الإشتقاق لحاصل جمع دالتين علن الصوره 
(0)و + © /) < بر 


9 , 1ه _ 017 


و أيضا قاعدة الإشتقاق لحاصل ضرب دالتين 


(0900)/) د بر 


0 0 0 
ااال لات الكت 
ولإشتفاق حصل قسمة دالتين 
5-00 
0 2 - 9102 _ ره 
ش “(00و) 1 


1/5 


وتعتين .قاعدة السلسلة إعدى أهم طرق الإشكاق للدوال وتتصل على ما يلى: 
اذا كانت هناك علاقة غير مباشرة بين متغيرين 2 » بر كما توجد علاقة مباشرة بين احدهما 7[ ومتغير 
اخر ,: فانه توجد علاقة غير مباشرة بين المتغير الاول 7 والمتغير الاخير ب ويكون تفاضل س بالنسبة ل ع 
يساوى تفاضل س بالنسبة ل ص مضروبا فى تفاضل ص بالنسبة ل ع وتستخدم قاعدة السلسلة عندما نريد 


معرفة تأثير كل متغير ( عامل ) مستقل بمفرده على المتغير التابع 


ل ثرح رر 
(:9)8 حلا 
فإن الاشتقاق يعطى على الصورة 
لت 017 2 037 
وهناك أيضاً قاعدة لإشتقاق دالة بالنسبة لأخرى 
0/9 0 
210 ا م - 1 
) ' 01 09 (00 09 ليرج 


"(0)/) د بر 


017 -_ 11-1 0 
دين‎ 00/00( 2/00  )9.11( 


1/6 


9) المشتقات ذات الرتب العليا 


5 5 عم الو اه 8 4 000 1 0 
إذا كانت ()م ح «ردالة تتوافر فيها شروط الاشتقاق فان مشتقتها الأولى هى () 'م - 22 - “بر 


وتمثل دالة جديده. والدالة الجديده هذه إذا توافرت فيها شروط الاشتقاق أيضاً فإن مشتقها دالة جديدة وتعطى 


2 017 03 2 
على الشكل 0 - ”بن وتسمى المشتقة الثانية للدالة. وإذا توافرت فى الدلة الأخيره أيضاً 
54 


5 300000 1000 0110000 03 
شروط الاشتقاق فإن مشتقتها تسمى المشتقة الثالثة وتكتب على الصوره () "م - ل - "'بر. وعلى 
هذا المكوال يمقق اتحاد مترتقات:منتالية ويدءا من المشلتقة القاكة يعرلة على جد اليستفات بالتكتتفات العليا 

وتكتب المشتقة من الرتبة م على الصورة 


م 40037و 
كار 


110[ مووي الال بر ار( "0 / 
مارو 35 ال 0 1 


رتل توركل توذل موك ترق 
اتعرل " 7 1يرل ' تيرول ' 2يجل ' غيل 


ومن تعريف | 0-7 00 أت العليا بت ٠.‏ لنا أن 


027 0 )017 
012 0 


ا عه - 
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نهنا 


051)] 4 _ 037 
0212 0123 
وهكذا فإن 


و1 تل 0 01 
0 ات 0١‏ 


9) القيم العظمى والصغرى 


إذا كانت الدالة (#)ثم ح ,رز معرفة على الفترة المغلقة [5 ,©] فيقال إن لهذه الدالة قيممة عظمى محلية عند 


نقطة ,ع2 [2,5] إذا امكن إيجاد جوار ( ,8) لا لنقطة .د بحيث يكون: 

(9.13) [طره] حمر يع ناع عدلازر يد عر > (22) /ر] 
ويقال إن لهذه الدالة قيمة صغرى محليه عند نقطة [8 ,0] © يل 
إذا أمكن إيجاد جوار (17)2,7 للنقطة ,ع بحيث يكون: 

 )9.13(‏ [ط,ره] م ,)7 ع غ1 :0ت ر < (20) ر 


ذ- إذا كانت ()يم -ح :رز معرفة على الفترة المغلقة من [8 ,ه] وقابله للاشتقاق عند نقطة القيمة 
العظمى (الصغرى) المحلية [2,©] © 20 فإن: 
0 ح- :)1 


وتعرف تلك النظرية بنظرية فيرما 


1/8 


ومن ناحية أخرى فإن عكسة نظرية فيرما ليس بالضروره صحيح أى أنه إذا كانت (2)م ح :زر معرفة على 
الفتره المغلقة [0,0] وقابلة للاشتقاق عند نقطة [0,ه] 3 م وكانت 0 - (#)'"/ فليس من الضروري 


إن تكون (20) قيمة عظمى أو صغرى محليه للدالة (/). 


1. القيمة العظمى (الصغرى) لدالة هى أكبر (أصغر) قيمة للدالة على الفترة المعرفة[ ,4] . 

2. النقط الحرجة 201/5 071441 هى النقط التى تكون عندها مشتقة الدالة تساوى صفراً (أى أن ميل 
المماس لمنحنى الدالة صفر)» وتتميز هذه النقاط هى أنها النقاط التى يمكن عندها أن تكون هنالك قيم 
قصوى أو صغرى أو نقط أنقلاب. 

3. نقط الأنقلاب هى النقط التى يغير عندها المنحنى تقرعه للداخل أو الخارج (ستكون بشكل أوضح عند 
التطبيق بالرسم). 

4. إذ كانت مشتقة الدالة 0</ إذاً نستطيع القول بثقة أن الدالة فى حالة تزايد (أى أنها ستمر بأعلى قيمة 
لها ثم قد تعاود الهبوط) والعكس صحيح بمعنى أنه لو كانت 0 > “/ فأنها فى حالة تناقص. 

5. فى حالة كانت الدالة تفاضلية للدرجة الثانية وكانت 0 < ”يم فإن الدالة تكون مقعرة لأعلى 
(2 ح بز)؛ والعكس صحيح 0 > ”/ فإن الدالة تكون مقعرة لأسفل (2- ح 7[). 

6 لا يمكن أن تكون هنالك فى دوال المتغير الواحد نقطى نهاية عظمى على التوالى قط بل أن يجب أن 
تمر أولاً على قيمة صغرى لتعاود الزيادة مجدداً 
9) الإشتقاق الجزئى 

هي دالة رياضية لعدة متغيرات مستقلة و مشتقها بالنسبة لأحد هذه المتغيرات مع إبقاء باقي 


المتغيرات ثابتة. فمثلآ | لمشتقة الجزئية للدالة (2,17) ث بالنسبة للمتغير غ هي نفس المشتقة الاعتيادية 


1/19 


3 ل . 3 م :017 ا 7 
للدالة (7ق,)/ بالنسبة للمتغير»ر وذلك بإعتدان ا خاب و لحي د ,5 و المشتقة الجزئية للدالة (1):,397] 
«الشاوة اللمشعون و قي تقدى 'التسقفة:الالحتادينة لال اروب بالشمن لمعيل لو. ذلك با عفار قات 
0 


وتكتب 07 7 


اذا كانت الدالة (1):,7 لها مشتقات جزئية فان © , © هي نفسها دوال ويمكن ان يكون لها مشتقات 
اراي 


جزئية » هذه المشتقات الثانية تأخذ الرموز 


_ 02 _ 02 026 056 
71 برق روج “171 يوه برق تبرج 0 تبرج 


9) قاعدة السلسلة 
لنفرض أن < دالة فى المتغيرين 1 و7 وأن ل هى دالة أخرى فى نفس المتغيريين 1 و 7 و إذا كان 2 
دالة فى : ولا فإن 2 ستكون بالطبع دالة فى 1 و. 
(1رله)< ح عر 
(1 ل ح را 
(1,له) 2 ع (7ز,ه)ج دع 
فإن معدل التغير فى 2 مع 1 ومعدل تغير 72 مع ٠7‏ يعطى بقاعدة السلسلة على الصوره 


تن 02 2 *0 092 _ 02 


0 7 )9.14( 


ا لس نك ع 0 6 
ّ 017017 017 0 017 

إذا كان 

0 ح (زمز ,ند 1 


1030 


إذن 
(9.16) 
وإذا كان 
إذن 
(9.17) 
(9.18) 


()/ - ر 
م0 
1 85 017 
0 0# 
0 ح زج ,7ق ,2) 1 
(8,1) / ح ع 
م0 
وق / 0 027 
0 80# 
م0 
0 / 02 
ل 017 


قاعدة ليبنز للتفاضل ( التفاضل تحت علامة التكامل) 


7 
5 د 

9 / 03 01* 
0 
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0 
ٍ- 1 0 [/ 3, )9.19( 


9) الزيادات والفروق 
لنفرض أن 
(8,1) / اج 
ولنفرض أن لدينا نقطة ما (:1,) / و معدل الزياده بها هو بر ,06 فإن 
ون[ 6ة) ] - (نزك + نز دك + 61ت / - 12 
بإضافة وطرح (4[7 + 021,37 م نحصل على 
((تك + يتزىية) تر - (تزط + ,نز ده + ,:) /) - جد 
 )9.20(‏ (((ننزءي)/ - (نزك + ينزرية) /) - 
وزو فون مقشين ررق رع تتغير بتغير 1/13 
وتظل ‏ ثابتة عند ,عر وتظل 8 ثابتة بثبوت بز 


بإستخدام نظرية القيمة المتوسطة 


3 _ ((زش جينزىنم/ - (نزط + رنزوعة + /) 
2000 


0 110 ) / - زمرك + 21,171 / 
لاك ل ست لك 
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ويمكننا إعادة كتابتة المعادلتين السابقتين على الصورة 


7 
خا :1 + ولاءيرت) 221 - ((نزك + نز ,)ير - (ترك + يتزرئتة + 2 /) 


0 
20 11ت ليرج - (0زءي) زر 2 41 + 1 
ومن ثم فإن المعادلة (9.20) يمكن إعادة كتابتها على الصورة 
0 0 
زا يك ب6ه) /[ 7 ل 
وعندما تؤول كلا من 1 و 417 إلى الصفر فإن 
0 0 
ماقارزة) د .ف زوق نلا لزرية) 2د 
0 0 
(9.21) 1ب روج 5 29 1ت ليرج 
2 02 ,تلا ب تل ,1لا بح عدل 
إذن 


(9.22) 4 + نفج - مه 


أى أن معدل التغير فى 7 يساوى معدل التغير فى 7 بالنسبة إلى 1/ بالإضافة إلى معدل بالنسبة إلى ل 


103 


الباب العاشر 


التكامل 


10564 


الباب العاشر 
التكامل 
0.) التكامل 


في علم الرياضيات ينقسم التكامل إلى جزئين: التكامل المحدود والتكامل الغير محدود. يتعلق التكامل المحدود 
بحساب الاطوال» المساحات» المنحنيات» مراكز الثقل وما إلى ذلك من الدوال التي لها تطبيقات في شتى 
العلوم. من جهة أخرى يركز التكامل الغير محدود على إيجاد المعكوس الرياضي للتفاضل ولهذا السبب 


يسمى أيضا بالاشتقاق العكسي. 
0 التكامل المحدود 
إذا كانت “ردالة متصلة على مجال 7 و 4,5 عنصران فى 7 ولتكن'/ و ©) دالتين أصلتين للدالة مر على / 
ومن المعلوم أن 
© + («2) ”1 - (2) 6 
[ 2 
إذن 
(10.1) (ط) 1 - ر(ه) 27 - ره ) "1 7 + (ط) 1 ع ره ) 6 - (ط) 6 


وبالتالى العدد (0) - (7)8 غير مرتبطه بالدالة الأصلية /ر. 


10564 


هذا العدد يسمى تكامل “رمن 4 إلى 5 ونرمز له بالرمز عره()م 7 يقراء تكامل من » إلى < للدالة (5] 





شكل (1-10) : التكامل المحدود 


خصائص التكامل المحدود 


1. 0 ح :042 رز إل تشاوى الهد الأحضن و الأعلي 
2 94#( )] 7[ - - :94( )م ”20217 تبدى حدى التكامل 

3 عتفممم 7[ +عسدممم 5[ - -04)(و + ع) 1 ذ] 

4. 9() ] 7] 1 - :4( ]1 17 حيث 1 عدد ثابت. 

5 4ه ] *[ - نهم[ ”] + عههم 1 ]] 


0 التكامل الغير محدود 


يعطى التكامل الغير محدود لتابع (2)ثم رياضي بالعلاقة 
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(10.2) © + () 1 ح 00 ]| 


0 
(00 1 ح 0 اسم - (6 ”ل 


0) خواص التكامل الغير المحدود 


عه د عقه | 





11م 
ع للك ا 
عد + 11 


1 
مل نعها - فج | 
2 
عم د بوت | 
ّي 
حم - عه | 
0 مآ 
242 | ء - عامل | 


وميم | +عفهمم | د عةزمم + وكا | 
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0) طرق تكاملية 


1. التكامل بالتعويض 
يعتبر التكامل بالتعويض و إستبدال المتغير أحد أكثر الطرق شيوعاً فى علم التكامل ويمكن وصف 


العملية الرياضية لذلك التكامل كالأتى 


لنعتبر صورة التكامل 
0م ) 'و(9)0) / | 
لنفرض أن 
()9 ع دا 
إذن نجد أن 
لتك - (2) 9 


ومن ثم يمككنا التعويض فى المعادلة الأولى عن قيمتى ()'9 ,(9)2 فنحصل على 
01 (ل) / - مهم 'و(1)000 | 


(10.3) © + (600)و)" دع + )7 - 
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2. التكامل بالتجزئ 
يستخدم التكامل بالتجزئ عندما تكون الكميات المتكاملة ليست على الصورة القياسية وتستخدم هذه 
الصيغة لنقل التكامل إلى شكل آخر بحيث يكون سهل الحساب ويمكن أن تستخدم من اليمين لليسار والعكس. 
وفحقة تلا للارريقة نع كاك قياف التتعائلة عاض :ستروب ذال قشع تافل وله أشوئج مكنا 
التعبير عن ذلك رياضياً كالآتى 


0 
00100و + 0 'و20) ] - (1)0900) د 


بإعادة ترتيب حدود المعادلة السابقة و أخذ (©) 2(69'7) ثم بطرف مستقل 
0 
( 90017 - (0900 2 - () 9( / 
تعره انق نفان البسافكة لبه 


060700 ]| - (0900)/) - © "و10 | 


حيث نجد أن الحد الأول من الطرف الأيمن من المعادلة السابقة خالى من علامة التكامل نظراً لان هذا الحد 


كان فى صورته التفاضية ومن المعروف أن علامتى التفاضل والتكامل تلغى كل منهما الأخرى. 
بفرض أن 
()'/ ح بك ج (2) ] ح ا 


(0')0 - 1ه ج (2)و - ما 


158 


إذن نجد أن 
60700 ]| - (090)/) - 0 "و2 | 


(10.4) بان | - نر - من | - 


وتعنى تلك المعادلة أن تكامل حاصل الضرب لدالتين ما هو عبارة عن الدالة الأولى فى تكامل الدالة الثانية 
مطروح منه تكامل حصل ضرب تفاضل الدالة الأولى فى تكامل الدالة الثانية. 


مثال: أوجد ناتج التكاملات التالية 


-1 


| 
201 م 


-2 


15201و 63 1 
4- 


عرلعر 3ععو | 


-1 


109 


بوضع 
2 65 ع 017 ,ند ح را 
ومن ثم نجد أن 
م د ميو | حار ,03 - 0411 


وبتطبيق قاعدة التكامل بالتجزئ نجد أن 


بان | - ميرد - تتامنة | 


ها ميو ب بوقاتة | ال #ويد د و2604 | 


-2 


-3 


لنفرض أن 
1 
دل ح ال جح عر ح را 


1 ع ما تج 12ل - 017 


إذن 


بان | - ميرد - تتافنة | 
جه | - جاع - ميفعنها | 


ع لداع - ع وم[ع ح- 


لنفرض أن 


1100 


ع م عدرل جح 3ن ح نر 


«05- ح بر ت 201 1و ح- دن 


ند ووه 68 | + بدومع 6# - 01 ممه | 


ولنبد الآن بحساب الجزء الثانى من التكامل أيضاً بطريقة التجزئ 


تن حدررخعل جح 5ن ح ون 
ح تر ات 2012 205 ع 17ل 
إذن 
1101 03 / ع زو *م اح ,لعز 05» و 
إذن 
01 1ه 03 / عن 3511م ل روم 3م ح يرأمعر منت | 
© عد ( 511 ح مرومع) 3ه ح :ولع زو 3ن / 2 
آم 
© + 5111 - 051 ح 203 زو 62 / 
4- 


201 31خ )1 562 ح 1و جح يرععه ح 1ن 


1531 


دطة ع بر جح يرولعرةم نو ح ررل 


دل د ة واد ع5 / ح 16 طتةخ 2 562 ح يرامعر 3ععو / 
وبالمثل يتم إجراء التكامل بالتجزئ للجزء م2 2:6 2]ة 56 [ 
إذن 


01 56 1 ل بمرلعر ةع عو ١‏ - 1 1 2< 562 ح ينود م | 
1 
(202 ع5 1 + )2 - 20 | 


3. التكامل عن طريق التعويض بالدوال المثلثية 


عندما تحتوى الكميات المتكاملة على تعبيرات رياضية على صورة مثل الأشكال التالية 


ويكون من الصعب تكامها بإستخدام الطرق التكاملية المباشرة ففى هذة الحالة يمكن إستخدام طريقة التكامل 


بإستخدام الدوال المثلثية كالآاتى 


التحدين الوباضي الازلة النكلقةة الوتكدية ف التكز يسن عذد 
0 06 - عر 
+ 2ه 06 دع دعر 
2-7 09 ع ح- عر 
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والتعويضات المستخدمة تعتبر إختيارية حسب ما تقتضية المسائل المختلفة. وبعد إجراء التعويض لابد من 
إدراج الحد التفاضلى للداله (0) والذى يستخدم فى التعويض عن الحد (0) فعلى سبيل المثال 
إذا كان 
06 0 ح- نر 
فإن 
080 9 205 0 - 02 


4. التكامل بالكسور الجزئية 
هذه الطريقة تستخدم لتكامل دالة قياسية كسرية عن طريق تحويلها لعدة كسور جزئية ومن ثم تكامل 
كل كسر منها على حد. فعندما يكون البسط والمقام كسر يحتوى على كثير الحدود بحيث تكون درجة البسط 
أقل من درجة المقام. فى هذه الحالة يمكننا التعبير عن الدالة الكسرية بواسطة مجموع كسرين جزئيين أو 


أكثر. وتكون تجزئة الدالة الكسرية إلى كسور جزئية عن طريق التعبير عن المقام بواسطة حدود المعاملات. 
فعلى سبيل المثال 


1 42 41 
متك ب ... ب مكدر 
(و + عدم) (0 + 2«م) 2100م 





(10.5) - :5(7 + يرم) 


حيث1 -< 11 
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7 ل موق + 2و) 


و8 + دوك رظ+ تيف - 
2 ل يرط + 2برم) لح ل ترط + 2يره . 


برط عل عدربكل 
7 ل عرق + 02:2) 


(10.6) 
حيث 1 < 72 ولا توجد قيم جذرية 


والقيم 1 42 ,4 ثوابت 


تفكيك الدالة المتكاملة عن طريق الكسور الجزئية تمكننا من تحويل التعبيرات الرياضية المعقدة إلى مجموع 


تعبيرات رياضية بسيطة بحيث يكون كل من تلك التعبيرات سهل التكامل على حدا. 


-1 


| 
16-2 


-2 


01 
(2()2-3 -1()8 - ع 


-4 


1534 


01 / 
عر + 3ع 


والقهية اندر اشع اق مان 


2+8 ل 2مر ل 5عر 








اللتتك خت شتاض ‏ رونك 
ع ب ول 
و كير 
دك + 13 
افعو نت شبن 
4 + 21:2 
4 - 21:2 
2 - ع8 
6 - 8 
14 
14 2 رك + ثير ‏ كير 
سبق ب 2222 د قو ج للد 
2-2 1-2 
14 5500 4-2 ند قير قير 
01 | + عه( + +2 له لصت مسد 
2-2 1-2 


1 1 
© + |2 - داص 14 + برق + 2+ أ + 4يرم - 


-2 
1 4 1] 0 


/ 


روحي " زجعي" رس روج )زد 12 


بالضرب فى (1 - ©) ,(2 - ©) ,(3 - #)نجد أن 


1935 


(2 -1()2 -2) ) + ر3 - 1()2 - )85 + (3 - ع)(2 - )4 - 1 


بوضع 1 ح عر نجد أن 2 - 4 


بوضع 2 -2 نجد أن 1- -ح 8 


بوضع 3 ح #نجد أن - 6 


إذن 





3 


ومن ثم نجد أن 


01 
2-3 


ا 


1 
2 


ٍ/ طِ 
كك 2 1 





ا ا و ا 0 


تق 


1 - 1 


ع0 ع0 1 ع0 
بيك بنك | 2 بم 


1 1 
6 + |3 - تإاساجح + |2 -«[|ص[ا - |1 - «|صاح - 


5 - 1306 - بن)] 


وه 


0 48م 1 
2-7 " لحن بر 2017 


بالضرب فى2(7 - 2)1 


عه + (1 - )ع8 + 25 - 4)1 - 1 


بوضع 0 - 2 نجد أن 1 - / 


بوضع 1 - 2 نجد أن 1 - ) 


1136 


بوضع 2 - 2# نجد أن 1- - 8 


إذن 


01 ]+ 01 / 4 _- 01 
17 + م 2-1 5 ل 6-1(2)عر 


1 
ع + ب -- 1202-1[ - |«ام[ ح 


(1--ج) 
حيث نح مقدار ثابت 
4- 


ات 1 95 1 
1 +2عر ‏ (22+1)ج عر تير 


بضرب طرفى المعادلة فى (1 + 2)22 
(0 +82): + (1 + 4)22م - 1 
و0 + 2ر8 + لم + 2عرم - 
4م + عرم + 2ع(8 + لم) - 
ويمكننا الحصول على الثوابت 0) ,8 ,ىر كما يلى 


4-8 جه 0 - م + م 


ومن ثم نجد أن 


0 -_- ]+ 4 01 ا 
ا ال 5 


1 
ع + |1 + ا - [|#دام[ <- 
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5. التكامل التربيعى 

أى معادلة تربيعية يتم العبيرعنها كمجموع أو فرق بين مربعين وهذه العملية تكون ضرورية 
حين إجراء التكامل لكثيرة الحدود ذات الدرجه الثانية . من العروف أن الصوره العامة لكثيرة الحدود من 
الدرجة الثانية هى 

ع + يرط + 2يرم ح رن 

إذا كانت كثيرة الحدود لا يمكن تحليلها ( أى ليس لها جزور) فبالتالى يكون من المستحيل التعبير عنها 
كخاضكل حوب نغ امار 3 قا عو النعووتة نالتدية الكترر كه السدونعي الذوحة الفانية و لكنها تكفا كدان مكل 
ذلك النوع من كثيرات الحدود كالآتى 


ع + عرق + 2يرم ح بن 


يمكن بعد ذلك إستخدام طريقة التعويض والتى من خلالها يمكن وضع المعادلة فى صورة قياسية يسهل 
تكاملها. 
0 الصيغ الغير محدوده (قاعدة لوبيتال) 
بإعتبار تعريف الدالة التفاضلية (27م/ فى صزرة النهايات كالآتى 
(2) 1 - (نط + 2) زر .. _ 1ه 
خخ ع يبنونز] ع حل 


02 2-0 11 
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كما هو ملاحظ أن خارج القسمة له شكل غير محدد 0/0 وذلك عندما تؤؤل 4 إلى الصفر. وبالمثل أيضاً 
فإن الشكل غير المحدد للدالة يظهر أيضاً عندما يؤول البسط والمقالم إلى مالانهاية 

يمكننا إستخدام قاعدة لوبيتال لحساب نهاية خاج القسمة للقيم الغير محددة 8 أو مع/50 ) وذلك عندما 
تكون قيمة المتغير 6 مساية لأرقام حقيقية. وتعرف قاعدة لوبيتال للنهاية عندما تؤول 2 إلى © كالآتى 


لطي ام 
() '9 2-0 (00 0ج 





وفى الحالات التى يكون فيها 


0 ح- (:3) 9( 1 


وذلك عزكينا نمزل أبن الك هفات قاعنة لوبية ال تسن بستتفامة لكل مكل تلك المئنائك 








(9 
وبنفس الكيفية بالنسبة إلى 
200000 
عندما تؤول 2 إلى 0 
- _لتلل وين - ون وم سنا 
()9 
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وفى حالة أخرى. إذا كان 
م - مه ح (82) و - (06) / 


عندما تؤول 2 إلى 0 


0و( /(00و - رمس ر) 
(:) 009 1 


ممنا ع (2) و - (2) /ر سنا 
2-0 2-0 


1ت 1 
0 1 900/ ظ 
(00900))) 
واف لاضميواة: الرواضية انحن اشرق داريا اختى قي من لانو 68 00:18 يمك انستهدام وال 


اللوغارتم للحصول على صيغة مناسبة لقاعدة لوبيتال 
() رط[ () و مطنا - 3020 (مر) عر ذا 


(:) رما 
ججحتد رمن ح 


(10.7) 
ل 


ملحوظة : قاعدة لوبيتال يمكن أن تستخدم لمرات عديدة للوصول إلى صيغة مناسبة التى تمكننا من تحديد 


النهاية وكيفية حلها. 
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0 التكاملات المعتلة 


هناك العديد من التكاملات التى يكون فيها التكامل لدالة ما على فترة غير محدودة وتكون الصورة 


الرياضية لمثل تلك الأنواع من التكاملات على الشكل التالى 
54 م06 
د4() م | ونا - 0م | 
2-0 
0 0 


وتكتب الصورة العامة للتكامل عندما تؤول النهاية إلى م»- بنفسة الكيفية أيضاً عندما تكون هذه النهاية 
موتجودة يقال بأن التكامل المعثل تقاربى :وعلى النقيضن فَإذَا كانت النهاية غير موجودة فإن التكامل المعتل 


يسمى تباعدى. 


وفى الحالات التى تكون فيها الدالة المتكاملة غير مستمرة على حدود التكامل (ولتكن » ) يعبر عن التكامل 


بواسطة مجموع تكاملين على النهاية الغير محدودة 


مر جعدممر أ - عفار | 


حيث أن 


0000507 


5 0 
(10.8) 4ه / | جنا - مفو | 
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إختبار المقارنة للتكامل المعتل 
إذا كانت 2 و ع دالتين متصلتين على الفترة [0© ,©] وكان 
[» به] ع < ؟ )و > 0),/ > 0 


فإذا كان 
0 2 9 و متقارباً فإن :جآ» (20) كر 1 يكون متباعداً والعكس صحيح. 
مثال: إحسب ناتج التكاملات الآتية 


-1 


3 


حيث 1 عد 11 


-4 
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01 0 
دير + 1/1 2 


الحل: 
1- 
1 1 م0 
[* ع-]مصمنا ع عل *” © | ممطذا ع 50 م | 
1 موج[ط 1 موجه 1 
1 1 1 
1ج - - +0 ح 6 نأا + - | منا ح ز1حم م 5دم-]ْ ووز ع 
6 6] وعجر 6 موجر موجدر 
2- 


0 ول م 
11 ما - - | بنز[ | / 
1 موج[ط 3 1 موجر 7 1 


وتكلرا لأن النهاية غيو موحوذة فإ" التكافل المظطلووي كسافة يكون متباعداً 


-3 





ايه د تك ” 4 
1 رح ا ال-0 / 


00 - (1 - -م) ووز سس 











| 
00 
5 
جيجح سير 
بجح احم 
5 |ا 
8 3 
ا 
خم 
حم | | 
5-5 
صب 
| 


. <1 
6 5 
60, 1> 1 


وبالنظر إلى الفقرتين (2) و(3) من المثال يمكننا إستنتاج أن 
52 ” ] يكون متقارباً إذا كان 1 < 7 و يكون متباعداً إذا كان 1 > 71 


عد 1 
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ف 
حيث أنه لكل عنصر 2« ينتمى للفتره [1 ,6©] فإن 


1 1 


> لمم 
2 1 


ومن ثم يمكننا الإستناج أن 


يكون متقارباً وذلك نظراً لأن 
0 
- 11 
2 


060 


وبذلك نجد أن ] يكون متقارباً أيضاً وذلك من إختبار المقارنة 


1 
1 10/1+ 3 


(2,6) ع ع 9 2ع + 1 /نو < 2ع + ع2 + 7/1 ح عر + 1 





فإن 
1 1 
لححبسسليلييهد > 
2 1ل +1 
ناا علد )امقاع ا ا ملت © أيضاً مشباعداً 
7 0 ل 5-5 رين 1 ]يكين 5 5-5 


فقال 4 إخنف التكايل القالن 
01 1 
2 +22 + 32ى_ 
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01 1 5 01 1 
1(2+1+>©) م م 2 +27 +22 : 


4 
(1)1 هخ سل -(1 لآل صما صلل ب (1 + صما لل - 


وبالمثل 
01 ]1 57 0 1 
1(2+1+*) ا ى ام 0 
. . 0 . 
(1 + )1+ هخ صلل - (1)+ 32 ما <- (1 + )+ ضوخ 10[ <- 
0ج م6 - ج در موجن 


+2-3 
2 


| 8 


5 01 7 01 0 9 01 0 
4 4 22+2+2ى_ل 22+2 +2ع ول 2+2 +2دىي_ 
التمارين : 


إحسب قيم التكاملات الآتية 


1- 0 633 | 2- :0ع 0[ 2 ل 
. 2/2 
3- 0 اد عد ول 4- :01 5< ل 
 -5‏ 512)2(0«2 *3ع ل 6- :0ع 5171 ل 
7 0 طصاد ع« ل 8- 02 (2 سل)دم ل 
24-2 2 
ا 0 بر 
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01 

11- ل 
201 

|] 

3ن 
5- يك + 3ع ا 

6-3+1عر 
17- 0 2 + 4ير ا 





2 
1-0 ل 


م 
14 تريبمج ل 


52+11+7 1 
4.20 + 2ع52 + 3ع 


01 -6 


2-15+5م4 + 3,ر 2- 4مر- تعر 1 
(2+4ع2) 22+12 


01-858 
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الباب الحاد ى عشر 


المعادلات التفاضلية 
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الباب الحادى عشر 


المعادلات التفاضلية 


تعتبر المعادلات التفاضلية من الأدوات الرياضية الهامة في فهم العديد من المسائل الفيزيائية والهندسية 


والإجتماعية وقد إمتدت اهميتها موخراً الي حقول العلوم الإقتصادية وظهر ما يسمي بالنمذجة الرياضية. 


المعادلات التفاضلية هي عبارة عن معادلات جبرية تتكون حدودها من مشتقات لدالة لمتغير جبري قابلة 


للتفاضلء؛ وهناك نوعان من المعادلات التفاضلية: 


1) المعادلات التفاضلية العادية 


2 المعادلات التفاضلية الجزئية 


فالمعادلة التفاضلية العادية تحتوي علي متغير مستقل واحد أما المعادلة التفاضلية الجزئية تحتوي 


علي عدد من المتغيرات المستقلة (مثل درجة الحرارة (2,2),: حيث تعتمد علي الموضع + والزمن/ 


. 
1.) الصيغة العامة للمعادلات التفاضلية وبعض طرق حلول المعادلات التفاضلية 


الطميقة العاعة للمقائدة التفاضافة العائية 


ونا" لام 


01 2 
3/17 ل رت ل ا 1-23 ١‏ اساريوق 


12ج |0 


(11.1) #)م - 


الصبيغة العامة الميغائلة التفاخلية اللجؤاقية فق الدوحة الثائية 
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1 


01 
1 + 821 ( 


كما أسلفنا فإن المعالدلة التفاضلية الجزئية هي المعادلة التي تحوي مشتقاً جزئياً واحداً أو أكثر لتابع 
(دالة) مجهول يتعلق بمتغيرين مستقلين أو أكثرء فإذا كان التابع المجهول هو 7 مثلآً وكانت 
المتغيرات المستقلة هي,, , ... ,2 , ,ع2 فالمعادلة التفاضلية الجزئية تأخذ الشكل الآتي: 


)11.2( 


ج022 ج022 027 
او و ا 


ا رك 17 


كل من المعادلات التفاضلية العادية والجزئية يمكن أن تصنف إلى خطية وغير خطية. وتكون 


1. إذا كانت معاملات المتغير التابع والمشتقات فيها دوال في المتغير المستقل فقط أو ثوابت. 
2. إذا كان المتغير التابع والمشتقات غير مرفوعة لأسسء أي كلها من الدرجة الأولى. 
وتكون غير خطية فيما عدا ذلك. 
ودرجة المعادلة التفاضلية تساوى رتبة أعلى تفاضل بالمعادلة. 
ه الحل العام للمعادلة التفاضلية العادية من الدرجة الأولى 


الشكل العام للمعادلة التفاضلية العادية ذات الدرجة الأولى يكتب على الصورة 


5 01 
(11.3) ()و ع ترزررع)م + 0 


وتكتب أيضاً على الصورة 


(11.4) (0 0 ح بررط + انر 


و إذا كانت 0 - (9)2 تسمى المعادلة بالمعادلة المتجانسة 


(11.5) 0 ع تور)م + ارتل 
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ويكون حلها كالآاتى 


نقوم بفصل المتغيرات على الصوره 


2- - ار 
() مط - ص 
خدااكتك 0 
01 ممم | 2 | 
(11.6) 4 - اوم ح رز 


حيث ') هو ثابت التكامل. 
وتمثل المعادلة (6.11) الحل العام للمعادلة التفاضلية المتجانسة ذات الرتبة الأولى. 
نعرض الان حل عام للمعادلة التفاضلية الغير متجانسة 


( 0 ح تررمممط + انر 


للوصول للحل العام لهذه المعادلة نضرب طرفى المعادلة فى ()), فتصبح المعادلة السابقة على الصورة 


(11.7) (03 9(عت)لر ح تو( ط زعي + “تررم 


() طمن ح زع عر 


فإن المعادلة (7.11) تؤول إلى 


(0(9)2) ل ح توزعت) أ + “نوع 
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وهم | - '«رومس | + 


© + ( ونان / - بر(و)نر 


1 
(11.8) © + )وم | مكح بر 
(ت)ل 
وهى الصورة العامة لحل المعادلة التفاضلية الغير متجانسة ذات الدرجة الأولى 
تعريف: إذا أمكن وضع المعادلة التفاضلية من الرتبة الأولى على أحد الصور الآتية : 


عه 
100( 6 يي 


:4( 2) 1 - حر :) ع 
0ح توك4( :)1+ عكر ع ع 


فإنها تسمى معادلة تفاضلية قابلة للفصل أو ذات متغيرات قابلة للفصل 


فكال :أ مر المعاد لاف« الذفية قايكة لفصنل المتغيات 


| 31+41 2 افك 
6 حلت 

( 0 
ب) عرسزو+ دع 9 
0 


الحل: 


أ) المعادلة التفاضلية قابلة للفصل وذلك لأنه بالإمكان وضعها على الصورة: 
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كاذه 
ا 0 


حيث أن 


حيث أن 
وبرت (ه) قن ,انقو درت (رز)1 
ب) المعادلة التفاضلية غير قابلة للفصل لأنه لا توجد دالتان 2030:5050 بحيث: 
+ 7ع (2<) ع.( )7 
مثال: 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية: كترم - مد - تاكبد 
الحل: 
أولاآً: نقوم بفصل المتغيرات 
و0 ح- ولع - عجلن1 
بأخذ بر عامل مشترك 


7< ح بورع - 1) م 


ف القبعة على :ور ر ارد الطبوب امامل نلك / 
١‏ 


ثانياً: بتكامل طرفي المعادلة 
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01 1 
2د سي 


ا ما ع مصاع دح دما 


اماع مرح عمردما 


0 - مداق 
3ح * ميم 
مثال: 
أوجد الحل الغا للتعادلة التفاضلةة. ‏ :2ك الي "بيعي 
ل 2 
الحل: 
- نفصل المتغيرات كالتالي 


0 - برك ”6+ 6 
2- بتكامل الطرفين نحصل على 
6- 4 ”6 ]+ 0 
2 1 ف 1 
ع - ررك 67( 0 ]+ 77 0 


الي 1 
7م 3 هد 
2 


3 
وهو الحل العام المطلوب وبالإمكان تبسيطه 
2 3ن 
0ع 367+ 263 
حيث 60 - .0 ثابت اختياري. 


مثال: أوجد الحل العام للمعادلة التفاضليةالتالية: 
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0-(2+ 3 )2 رب 060 


الحل: 
1- بقسمة طرفي المعادلة على 2»رر أو ضرب المعادلة في المعامل ل فنحصل على 
10 


3 2 3 
سلب7 1 03 
ال 


3 3 
0 - اس مج 
٠‏ 2 


0 - و2(0 + * بر) + عجو( + عن) 
2- بتكامل الطرفين نحصل على : 


وبالتبسيط أكثر 


6 + 1 + |) +24 0 


0 ح- 2 | + ]+ 4# ]+ | 
76 روم ا 


وق بخل البضادلة الكقاضانة التخل او تحية كانت عامل 
نكال حل المعادلة التفاضليةالثالية 


0ح رار - علد مزه ” 16 
الحل: 
1- نفصل المتغيرات وذلك بضرب طرفي المعادلة بالمعامل ”© 

0 ح رول 7« - وول ماد عد 
تكامل الطرفين 
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6ح 6*4 5111 د 
- و4” ]| + 7-- ]| + 001 
0ح 7مس ”عبر زمرو + 0051 - 

2ح (1- (ر) لمح وزروزو + نزومك ع 

وهو خلا التحادلة التفاكرلية اليطلوقية: 
تفال حل التعادلة التفاساية القالدة: 
1 
202-00 بر -1) ع2 + ابر 


بالقسمة على 7 بر -1/, 


قد باحو التعامن 





والذى يمكن تبسيطه إلى الصورة 
ردم رو قاو 


2259<- )ماو - بر 


ه حل المعادلة التفاضلية من الدرجة الثانية 
المعادلة التفاضلية ذات الرتبة الثانية تكون على الصورة 


(11.9) 0 ع بق + ابوط + ''تزه0 


حيث © ,6 ب معاملات ثابتة 
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لنفرض أن حل المعادلة يكون على الصورة 
لات > (8)رز 
إذن يصبح الهدف هو تعين قيمة ير 
تلاج كير - (6ت) "نز عير ح زع رز لام > (8)رز 


بالتعويض بالقيم السابقة فى المعادلة (9.11) 
0 ح قل ع يرط + تررع) "لام جد مح بن + 'برط + ''روه 


المعادلة بداخل الأقواس فى الطرف الأيمن من المعادلة السابقة تمثل معادلة جبرية من الدرجة الثانية 


ويكون حلها على الصورة 
400 - 2ز/د + - 
و 
(11.10) ال د 0 ع ل + برط + كرره) 
7 ا 


إذا كاك متو هذه السغاذكة الحووية أعداة كقيقية فقق هذه الحعالة يكون لعل المعاذكة التداسنانة على 


الصورة 
(11.11) تلاو رم + تلاو رم ع برل 


أما إذا كانت جذور هذه المعادلة الجبرية أعداد مركبة على الصورة (6 + 2) ففى هذه الحالة يكون الحل 
للمعادلة التفاضلية على الصورة 
(11.12) لويرم متو و + “تاجعر 6 205 رن ح ربل 


1 المعادلة التفاضلية المتجانسة 
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قد تكون المعادلة التفاضلية ليست قابلة لفصل المتغيرات فيها ولكن قد تكون في الوقت نفسه بصورة معينة 
نستطيع تحويلها الى معادلة قابلة للفصل وذلك باستخدام بعض التحويلات باستخدام بعض التحويلات ومن 
هذه الصور المعادلة التفاضلية المتجانسة وهي المعادلة التي يمكن كتابتها على الصورة 
3 01 
11113 لك درلل 
(11.13) (-<) / - د 


اذا كانت المعادلة التفاضلية متجانسة فاننا لغرض حلها نتبع الخطوات الاتية: 


عدم ح- 17 أو رن 
1# 
حيث 17 متغير جديد وهو دالة فى 2 
01 01 
17 ماح حت 
01 01 


وبالتعويض عن قيم 2 و مل فى المعادلة (13-11) نحصل على 


(11.14) 0 - 600 جه + سد 
رقن منائلة قابلة لقصل المتفير ات 
1)) المعادلة التفاضلية التامة 
النعادلة التقاضاية الغنية هن معالالة طايه إتعكيافية وتكيي على الصود:ة 
(11.15) 0 ح تو (2ز ,ع2) 17 لد عدك (17 ,26 1/1 
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بحيث أن 


2 د ) 07 
2607 617 26,7 0# 


وهذا يعنى أن الإشتقاق الجزئى الثانى بالنسبة للمتغيرين (ل,<) يجب أن يتساوى فى كلتا الحالتين. أى أن 


01/1 0, 17( _ 0117 )36,1( 
67 


ويعطى الحل العام للمعادلة التفاضلية التامة على الصورة 
(11.16) 6 -ح (نزوعت) !1 
و إذا لم تكن المعادلة تامة أى أن 


(مز ,ت) 017 ١‏ (17 ,عت 01 
2222-7 22 عوج لير سه 
01 01 


فإن الحل لها يكون عن طريق مكاملة المعادلة بالنسبة لإحد المتغيرات كالاتى 
م0 
01117 (0م + (زممم | - «رمم)” د (رمه)/ة - 9 


ثم نشتقها بدلالة المتغير الأخر للحمصول على المعامل )6 


حك 
)02,17 80# 
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1 االمعادلات التفاضلية الخطية 
التخاذلة لتقا ابة تغط كفي ل السو 


الوا" 1 


0 01 
(11.18) (م) "1 ع بزرع)ر 4 + 02 اه 1 1 يدم 01 (0)3 م 


وهذه المعادلة خطية سواء فى الجزء المعتمد على المتغير 9 أو المعتمد على مشتقة المتغير ٠‏ 


وتكتب المعادلة التفاضلية الخطية ذات الدرجة الأولى على الشكل. 


01 
(11.19) (0)2 ع تورع)م + 2 
ومن الملاحظ أن المعادلة الخطية ذات الدرجة الأولى تعتمد فقط على المتغير لا. 


1 المعادلات الخطية بمعاملات ثابتة 


1. الحالة المتجانسة 


كني العادلة التفاضلية القظلية 15 الميعاماقة القابثة هذ | الصورة 


01 روط تل 01 
١10 )11.20(‏ ا ويا 1 141 و وا 


لحل هذه المعادلات نجرب الحل *662# ح مر حيث 0 2 2# و0 ثابت إختيارى 
وبالتعويض فى المعادلة السابقة 


0 ح :مالم + :17623 ر_ م ل ... ل 36ج 1771-1 لم د 10761226 نإ 
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0 ع تلو ريل + [ر_ ملم + ... + 4107-1 + 107ى4) 


وتسمى معادلة تفاضلية بمعاملات ثابته حيث ,رك ,._,,4 ... ,4 ,م4 معاملات ثابته غاليا ما تكون حقيقة. 
وتمثل القيمة التى بين الأقواس كثيرة حدود من الدرجة ‏ فى (1. أى أننا يمكن كتابة المعادلة داخل القوس 


على الصوره 
(11.21) ببل + ر_م4 + ... + 1071-1 رم + 40107 ع ((1)م 
والتي تسمى المعادلة المساعدة 
وحيث أن ((2)1 كثيرة حدود من الدرجة 1 فإن ((2)1 لها عدد « من الجذور .... و2 ,81,82 و إذا كانت 
... 0 ,42 ,1ك فإن هذه الجذورإما ان تكون حقيقية او ازواج من الأعداد المرآبة المتقارنة. 
ويكون 
(11.22) ا 1ك تالو رودت رز 
حل للمعادلة التفاضلية لثابت إختياري ,0 ويكون 
 )11.23(‏ خسري ...+ لجر ل لم ع (6) رز 
أيضا حلا ويسمي الدالة المكملة وفي حالة المعادلات المتجانسة يكون الحل العام هو الدالة المكملة. 
2. الحالة غير المتجانسة 
لنعتبر المعادلة التفاضلية الغير متجانسه ذات المعاملات الثابتة والتى تكتب على الصوره 


ملام 01 


01 
(11.24) (ت) "1 ح بز( 2) رح تربك 1ح رمق + +١‏ 4 + برسم ام 
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ويكتب الحل العام لتلك المعادلة على الصورة 


(11.25) و[ + نز > رز 
حيث ,زر يسمى الدالة المكملة و ,1 يسمى بالحل الخاص 
ولإيجاد الحل الخاص م[ 
1 المعادلات التفاضلية الجزئية 
المعادلة التفاضلية الجزئية الخطية ذات الرتبة الثانية فى متغيريين : و تكتب على الشكل 


ب 0 


1.06 06 ح- ل ور 
(طلساطع 0 01 012 012 


حيث المعاملات 7 ,© ,8 ,لحر هى دوال فى المتغريين ‏ و/ وليس 1ن. و إذا كانت المعاملات ثابته فإن الحل 


العام للمعادلة يعطى بفرض أن 

(11.27) 0001م حير 
حيث 2ح و 6 ثوابت. 
1 الصورة العامة للمعادة الموجة 


كل الدوال الموجية (غ ,):ر تمثل حلول لمعادلة تدعى: المعادلة الموجية الخطية. هذه المعادلة تعطي 
وصف كامل للحركة الموجية؛ ومنها يمكننا اشتقاق سرعة الموجة. بالإضافة إلى أنها تمثل الأساس للعديد من 


اكتكال الكركة العرهية. 
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وللوصول إلى هذه المعادلة سنبدأ باستنتاجها من خلال موجة ناشئة على وثتر مشدود. نفترض أن موجة 
متحركة تنتشر على طول وتر مشدود بقوة شد منتظمة '1'. سنركز اهتمامنا على عنصر صغير من الوتر 


طوله 1/ كما في الشكل( 1.11)» نهايتي العنصر تعمل زاويتين صغيرتين ,0 و 02 مع محور 2. 
القوة الكلية المؤثترة على العنصر في الاتجاه العمودي (9) هي 


(6 5112 - م6 5112 )'1 ح- ,0 5111 '1 - ي0 5111 17 ح- 25 





شكل (1.11) : عنصر من وتر واقع تحت تأثير قوة شد '1. 


ولآن الزوايا صغيرة يمكننا استخدام تقريب الزاوية الصغيرة 6 822 ب 51116 


؛ يمكننا التعبير عن القوة الكلية بالعلاقة: 
( 0316 - ج60110) 1 بح 1 0 


وإذا كانت الإزاحة صغيرة جداً سنجد أن: 
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01 ' 
68 - ,6 2غ بح 12 5116 
1 


01 ! 
68 - و1326 :< 511602 
2 


«مه ,)»5 


بتطبيق قانون نيوتن الثاني في اتجاه /9 العمودي: 


م 


1 بر - 111 


حيث /ر هي الكتلة لكل وحدة طولية. تصبح العلاقة الأخيرة كالآتي: 


و0 
(11.30) جد | حدم - 2 


من العلاقتين 29.11 و 30.11 نجد أن: 


[8ا ,قا :-(2) هء 
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)11.31( 


012 


001 /0) ح وزعءة /ز0) _ ١ة0)‏ مر 
01 0 


الطرف الأيمن من المعادلة 40 يمكن التعبير عنه بشكل مختلف إذا لاحظنا أن التفاضل الجزئي لأي دالة 


يعرف كما يلي: 


1 - صدجم) ىر _ /ة 
خخ _لستت- ونخ] ح 


9 5 0 
بمقارنة المعادلتين 31.11 و 32.11 نحصل على: 
م0 مر _مرةة 
1113 الك اكه 
) ' 2ع “7 022 


هذه المعادلة تمثل المعادلة التفاضلية لحركة موجة تنشأ على وتر مشدود» ولتعميم هذه العلاقة نستخدم الحل 
(11.34) (غس - «ع1) رزو 4 ع بر 


بأخذ التفاضل الجزئي الأول بالنسبة ل « 


او و 
(غس - عو[ )وم 8 


وأخذ التفاضل الجزئي الثاني بالنسبة ل : 


| 0 
رركع!- ع ونس ح يروع[) مذو 124- 1 


بأخذ التفاضل الجزئي الأول بالنسبة ل ] للعلاقة (34.11) 
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01 
(نأن جد و1 )205 لمن - - ل 


0 
وأخذ التفاضل الجزئي الثاني بالنسبة ل) 
02 
تو كنسح ح (ين ح يول )نزو 4 2ن- ع ِ 
وبالتعويض في العلاقة (33.11) نحصل على: 
لإ 
هزنت 
((زاسه-) بج - بر 
2ن - دح مر 
00 كن 
12 
75 
"كأ إسسا وتم 
77م 
1 
72 
لإ 
1 
(11.35) -]| ح يراه 
ل 
وبالتالي يمكننا كتابة الشكل العام للمعادلة التفاضلية للموجات كالآتي: 
برة0 1 ج62 


ديد 02 2 ترق 
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وبشكل عام يمكننا القول أن أي معادلة تفاضلية تحوي التفاضل الثاني لدالة ما بالنسبة للمكان يتناسب طردياً 

مع التفاضل الثاني لنفس الدالة بالنسبة للزمان فإن هذه الدالة حتماً تصف معادلة حركة موجية ويمثل ثابت 
55 ثُ 6 26 | . اذ 1 08 5 إءميكة أ 

التناسب في المعادلة التفاضلية -- حيث 7 هي سرعة انتشار الموجة. 

ولحل المعادلة العامة للموجه سنأخذ فى الإعتبار الشروط الإبتدائية ثم نستخدم طريقة فصل المتغيرات على 

النحو التالى . 

الشروط الإبتدائية فى تلك الحالة يمكن أن توصف على أنا الإزاحه الإبتدائية فى مركز الخيط وعلى هذا فإن 


الشروط الإبتدائية يمكن التعبير عنها رياضيا كالاتى 





شكل (2.11) : الإزاحة الإبتدائية فى مركز خيط 


0 > (غ0,2) حر 


نقاط محدده عند نهاية الخيط 0 - رع رط) ع بر 


غلذ از عه نكتلقه 7( ) در 
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<- > ع > 0 عمد - (,ع) در 
شكل إبتدائى من الخيط 1 
نآ > 2 > - [< - ]مخ - 
عند زمن صفر 0 - 00ت 
لنفرض أن 
لج دن 
م 
إذن معادلة الموجه تأخذ الشكل 
د02 د02 
11137 جتن دحب 
ا 2 > 02 


ولنفرض أن الحل العام لمعادلة الموجه يمكن التعبير عنه بدلالة الدالتين '1 ,7 ويكتب على الصوره 
(11.38) (غ) 17() 1 ح (خ ,ندا ند 


فاخا التفاضتل للضواكلة السسايقة هل القط القاتين 


0 
6 

012 

0 
ات 

02 


إذن يمكننا إعادة كتابة معادلة الموجه لتأخذ الشكل 
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7 د اهز 


وشى معادلة تفاضانة قائلة لتصيل المكفيز امه بريبكنا إغادة كتابتها علن الصبووة 


)11.39( 


0 - 1ع[ ليم - لقي[ 


كنود لفن المع انلك ظلن لاوسونه أخوى 6و كنا الكضين لعل السع افيه 


0 27 1 
ست -ث#م ده 
764 
. 2 0 الا 
ود 1 207 
0 - غ21 كع دو) “لا 
021 
21232 
0 ع ع1 كل كه 0 
دالة فى فقط 
ويعطى الحل العام لكل منهما على الصوره 
(11.40) اموجن لقاع رخ 


7 


0 ع "الإ2م ا لآ 


1 


0 - 2227و + )1 


ودود 057 
ع لك 2 


دالة فى ) فقط 


االسدورع 55 الوم 1/3 


6/1 طأد (ع) - _)) 1 + 1ه 05 (ى) + ,)) - 1 
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(11.41) - عنسقه مزه رون - ,)): + سه 5م زر + ,)) - غ1 
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الباب الثانى عشر 
المتسلسلات اللانهائية 
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الباب الثانى عشر 
المتسلسلات اللانهائية 
2) المتتالية 


هي دالة مجالها مجموعة الاعداد الصحيحة الموجبة ونرمز لها بالرمز (7)© أو (,,0) ونرمز 
لحدها النوني بالرمز,,ه. فى المتتالية» لكل قيم (0) توجد دالة (2) ثم تعطى القيمة لعديدة الحدود (,م7) من 


المتتالية ويمكن كتابتها على الصورة 


00 )1 3 5 )012.1( 


وفى حالة إذا كان للمتتالية نهاية .1 وذلك عندما تؤول © إلى مالانهاية فإن 


1 


(12.2) 5 + 1) سنا - رز 


060 ج11 


والنهايات فى االمتتاليات يكون لها نفس خصائص النهايات فى صورتها العامة وذلك بمعنى أنه إذا كان لدينا 


المتتابعتان (70) / و (71) 0 على الصورة 


لز - (2) و ذا ا ح- (2) تر نا 
71-00 مو ج11 


اا ع را - (()و < () /) تار 
اانا - ((1) و( /) صر 
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اذا كان 
ا ح (2) عر دنا 
060 ج11 
فنقول ان المتتالية متقاربة للعدد ر1[ وفيما عدا ذلك فان المتتابعة متباعدة. 
المتتالية الحسابية هي المتتالية التي يكون فيها الفرق بين كل حدين متتالين مقدرا ثابتا يسمى الفرق الثابت بين 
أي حد والحد السابق له مباشرة أساس المتتالية. وتكتب الصيغة الرياضية لتلك المتتالية كالأتى 
30 2 0 ,20 حك 0 ,0 حك 0 ,0 
(12.3) 0 -2) + عه ع (0) /ر 


المتتالية الهندسية هي المتتالية التي يكون فيها النسبة بين كل حد والحد السابق له مباشرة نسبة ثابتة . 


لفقي الفايقة انتم ا ساون لجنا لودو ةتفل السو 


ب مرو 2عرن ,07:2 ,03 ,0 


(12.4) تبن كت () ر 
2.) المتسلسلات 


إذا كانت (,,0] متتالية وكان ,,© + ٠.١‏ + و04 + 02 1ه ح ,رى فإن المتتالية (,,ى) تسمى متسلسلة 


لا نهائية وسنستعيض عن إستخدام الرمز [,,ى] بالرمز 
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مه 
11-1 


إذا كان 


5 > برك 1112 
00 ج11 
فإن المتسلسلة متقاربة والمقدار 5 يسمى بمجموع المتسلسلة وفيما عدا ذلك فإن المتسلسلة متباعدة 
المتسلسلة التي بالصيغة 7#مرى + ... + 3مج + 2م,م + مرج + هج تسمى بالمتسلسلة الهندسية ويكتب 
كنف تاك لمشلا لل صلق سير 


)12.5( 


2) إختبار دالامبير (إحتبار النسبية) 


إذا كان 


0 
اميه| :+ امها + ايها + ايها > برلا رج 


11-1 
ملدئلة وك عدو نو جنة لا فيانية والندروون الديائة اتلك المتساداة 


+1 
0 


1110 77 


060 ج11 











[) إذا كان 7>1 فالسلسلة متقاربة 
2 إذا كان 1< 7 فالسلسلة متباعدة 
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3) إذا كان 1-1 فلدينا حالة شك في معرفة تقارب أو تباعد السلسلة 
2.)متسلسلة القوى 
هى تلك المتسلسلة التى لا تحتوى على قيم ثابتة وتكتب على الصورة 


.+ 03 ج )يه + 5(© - 22) يه + (© - 2) ره + مه ع- "(0 - 2ت) ره 0 - تر 


11-0 


جعية ارح حد ير )وعد 


حيث المتغير 2 هو متغير القيمة (أى الذى يعطى القيمة) وح عباره عن عدد حقيقى وهو يمثل مركز 


المتساسلة .وفى العذية من الحالات يكون:المركز ع ممباويا للصقز :ومن كم فاخ المتسلضلة"تاخة الشكل 


0 
لد آمو رم ل ... لد 065 د 262ج0 + 36يه لد وله ع أعة ره 2 ح تر 


11-0 


ويمكن إجراء عملتى التفاضل والتكامل لمتسلسلة القوى كما يلى 


2 
١‏ د 7-1من 120 + ... لد 2:2 ج30 + 36ج 20 + 0 - ( 0073 و 0 0:2 1 
7-0 


| 0 - هر ]| 


11-0 0 


1- آ1ر د 1 
هد 2007 0 ...لل 0 1 1-4 :001 حت 


1+7 
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الباب الثالث عشر 


تحويلات لابلاس 
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الباب الثالث عشر 
تحويلات لابلاس 
3 ) تحويلات لابلاس 


يعتبر تحويل لابلاس أحد العمليات التى تجرى على الدوال الرياضية لتحويلها من مجال إلى آخر وتحويل 


لابلاس مفيد في تحليل النظم الخطية؛ كما يستخدم لحل المعادلات التفاضلية لأنه يحولها إلى معادلات جبرية 


لنفرض أن هناك دالة ()م معرفة في الفراغ 0 < 5 فإذا فرضنا هذه الدالة في النواة 5-م وهي دالة تابعة 
للمتغير ‏ والوسيط 5 ثم التكامل على الناتج بالنسبة ل من القيمة 0 إلى 0ه وكان هذا التكامل متقارب فإن 
ناتج هذا التكامل يسمى محول لابلاس للدالة (#) م وتسمى 5 بمعامل لابلاس حيث 0 < ؟ ويرمز للتحويل 
لابلاس كالاتى 


(13.1) (5)م_ أو (0)/)! 


ويكتب تحويل لابلاس على الصورة 


(13.2) (5) 1 ع 0 (مر) ] «*ددم | - ((ع) )ءا 


ويقال أن تحويل لابلاس لدالة ما متواجد إذا كان التكامل متقارب أما إذا كان التكامل متباعداً فإننا نقول أن 
تحويل لابلاس غير معروف. 
ومؤثر تحويل لابلاس هو مؤثر خطي أي انه إذا كانت لدينا الدالتين (9)4,,(غ) ثم وكان تحويل لابلاس لتلكم 


الدوال هو (()1.)9 ,(()/),1 على الترتيب فإنه لأي عددان 6 , ينتميان لحقل الأعداد 1 فإن 


2353 


(13.3) 
وتحويل لابلاس العكسى يعطى على الصوره 


)13.4( 


والجدول التالى يوضح أهم تحويلات لابلاس 


11 


12 





اسم الإشارة ())1 
الوحدة النيضية 


الوحدة الدرجية (>1 ثابت) 
الوحدة التصاعدية 
الإشارة الأسية بثابت 23<0 
الإشارة الأسية بثابت زمن 0< 
الاستجابة الدرجية للنظام ذي المرتبة الأولى بثابت 2<0 
الاستجابة الدرجية للنظام ذي المرتبة الأولى بثابت زمن 0< 
الإشارة الجيبية 5112 » تردد زاوي 0) 
الإشارة الجيبية 605 » تردد زاوي 0) 
الاستجاية الأسية الجيبية 5111 
الاستجاية الأسية الجيبية 05© 


الاستجابة الخطية الأسية 
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(8)ر/ - ((5ى) )1 ا 


الإشارة (1)6 
508 


)-62( 


(01))اطذة. “ل 
(5)01مك .16 


01 طمنو . 4 12.6 


0 5مك “4 6.6 


ل 








(900)آ1م + (20) زامله - (0900 3 () ره )ءا 


تحويل لابلاس(1")5 





مص 





5+1ىج 
0 





(© + ى)ى 
1 
(1+ ك.ع)ى 
كل 














+ 7( + ى) 
1 
7 + ى) 















































3 تحويلات لابلاس للدوال المشتقة 


ذكرنا سابقاً فى المعادلة (4.12) الصورة العامة لتحويل لابلاس ولإيجاد تحويل لابلاس للمشتقة الأولى 


(0:) "مم والتى تكتب على الصورة 


(13.5) فض م*--ه | - (( ")لا 


ولايجاد محول لابلاس لتلك المشتقة فإننا نستخدم قاعدة التكامل بالتجزئ كالآتى 


لنفرض أن 

01() / - 7ل (56م ح ين 

(6)/ ع 7 57 مو ح 011 
ومن ثم نحصل على 

له-0( )] | 5+ ج[0)*-م] - (0)*/)ءا 
(©) ,)ناد + 6[7) م« ى] - 
(©)/)ءآة + (0),- - 

(13.6) (0)/ - (5ى) وى ح 

حيث أن 
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(5)” ح (©) )ءا 
وبالمثل بالنسبة للمشتقة الثانية 
(13.7) 2 (0)ث/ - (0) ره - () ,)ا 52 - () '"1)ءآ 
ويممكن بناء على ما سبق كتابة الصورة العامة للمشتقة فى تحويلات لابلاس على الصورة 


(0) سم س.ل )مستتو # (0) عرستو - ((ق) )مة”5 - (() "/)نا 


(13.8) #0 ماصع 0 -(0)6م”7مى ح 


<0 


بتفاضل طرفى معادلة تحويل لابلاس (المعادلة 20) بالنسبة إلى ى نحصل على 


0 000 
0 - 1! 2 6-0045 


(13.9) () لاغ - ح ( © ) رع)ءا- - 0 2) حرا - عو ) ادوع | - 


06 


©" - (ه)نا - عدم )ره | 


0 


ويمكننا وضع الصورة العامة لتفاضل تحويل لابلاس كالاتى 
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(13.10) (1(77)5-) ع () /"ع)ءا 
3اإ دالة الخطوة 


لنفرض الدلة (+) ]ا حيث 


0 >ع 00 
1< ] | - ©)نا 
أو 
)6 > ]ا 0 
6 <ع اك رم 


ويحسب تحويل لابلاس لتلك الدالة كالآتي 


غ001 ع) ل أكدم 1 - ((6 -ع) نا)ءا 


مه 6 


01 5 م امسا َّ 


كدق 





(13.11) - ((0 -ع) نا)ءا 


5 
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3) تحويلات لابلاس لحل المعادلات التفاضلية 


تعتبر تحويلات لابلاس أحد أهم الطرق المستخدمة فى حل المعادلات التفاضلية العادية ذات المعاملات 
الثابتة. وتعتمد هذه الطريقة على بعض التحويلات الخاصة التى يمكن الحصول عليه من جدول تحويلات 


لابلاس. 
لنعتبر الأن حركة البندول. ومن المعلوم أن معادلة الحركة للبندول تعطى على الصورة 


026 
(12.12) 0 - 6-كن 0 


35 6 كارن هن الحرةةالوازوةاللسدول 

وتيك الشروظ لانن الحرقة جاخ 

عند 0 ع فإن 0 - 22 و 4 > (8)0 

حيث ل يمثل سعة الإهتزازة 

ويمكننا حل المعادلة التفاضلية للبندول (معادلة 12.12) عن طريق تحويلات لابلاس كالآتى 


بأخذ تحويل لابلاس لطرفى المعادلة (12.12) 


153 ظ1 ح (26س) .ا 0 7 
(13.13) 0 - (26س) آَ 


وبإستخدام الصورة العامة للمشتقة الثانية والصورة العامة لتحويل لابلاس (2:13) فإن المعادلة (13:12) 


تؤول إلى الشكل 


2358 


0 - ()21,)6ن + 5 - (50)0 - ((521,)6)6 
0 ح ()6),آ تس + مه - (()521,)6 
وهذه معادلة جبرية ويكون حلها بالنسبة (6)4 على الصورة 


4 - ()2(1)6س - 2ى) 


) )4 - (©)0)ءا 


2ن -2ي 








(13.14) زهجت أ “نالك - ()0 


وحيث أن تحويل لابلاس العكسى للدالة 





5 
أن طومع - )ص - أ 1 
وبالتالى فإن المعادلة (14.13) تؤول إلى 


(13.15) أس طومء 4 ع (غ)6 


وهى تمثل الحل العام للمعادلة التفاضلية بإستخدام تحويلات لابلاس 
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الباب الرابع عشر 


طرق عددية 


20 


الباب الرابع عشر 
طرق عددية 
3 ) طريقة نيوتن 


هناك العديد من الطرق لإيجاد جذور كثيرات الحدود منها ما يحل عن طريق القوانين العامة مباشرة مثل 
كثيرة الحدود ذات الدرجة الأولى (أى الخط المستقيم) فمثلاً فى تلك الحالة يكون علينا إيجاد المتغير + عندما 


يكون المتغير 0 ح /[. 
5 + بيه ع بر 
0 - تزه 5 
ومن ناحية أخر ففى حالة كثيرة الحدود ذات الدرجة الثانية فإننا نستخدم القانون العام لإيجاد الجذور التربعية 
© + عوط + 22م ح بر 
ويكون حلها على الصورة 


عمة - 21/72 ف _ 
20 2 


2 


ويمكن إستخدام مثل تلك الطرق لحل كثيرات الحدود حتى الدرجة الرابعة ولكن فى حالة كثيرات الحدود من 
الدرجات العليا (الدرجة الخامسة فما فوق) فإننا لا يمكن إيجاد قانو جبرى لمعرفة جذورها سواء أكانت 
الجذور الحقيقية أم التخيلية ولذلك فإننا نلجأ لإستخدام الطرق العددية لحل مثل تلك المعادلات وإيجاد جذورها. 
ومن هذا الطرق المستخدم فى حلول كثيرات الحدود ذات الدرجات العالية طريقة نيوتن والتى تعتمد على 


20 


إختيار قيمة فصوى للمتغيرج +« ثم رسم التمثيل البياني لدالة الظل ومن ثم يمكن الحصول على المتغير 2 
( إنظر الشكل) 





من الشكل المقابل 





وهى أول الطرق التقريبية لإيجاد الجذور لكثيرات الحدود بإستخدام طريقة نيوتن وبتكرار العملية السابقة 
لعدد (م) من المرات للحصول على كل الجذور الممكنة. ويمكن كتابة الصورة العامة لتقريب نيوتن لحل 
كثيرات الحدود على الصورة 


1 2 


20141 - 2 206 ) 
1 





حيث... ,2,3 ,1 ع 11 
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3.) طريقة الإستيفاء الداخلى 


يمكن استخدام قانون الاستيفاء الداخلي الأمامي لغريغوري - نيوتن لتمثيل كثير حدود من المرتبة من الدرجة 
م لمجموعة من 2+1 من النقاط بيانيا ولكن تلك الطريقة تكون قاصرة الإستخدام فى حالة الأعداد الكبيرة من 


التقاط وتعتمد تلك الطريقة على إيجاد جدول الفروق كالأتى . فى حالة إذا ما كانت القيم متباعده بالتساوى فإن 


جدول الفروق يكون 


427 11/0 0 1 
200 
17 
1 0 1 
47 
42 (32) 1 
و2 
() 1 
ع 253 مع 1 
عع ع ع1 ذل رع ع رع ذل 


بعد أن أنشأنا جدول الفروق الأمامية» يمكن استخدام قانون الاستيفاء الداخلي الأمامي لغريغوري نيوتن 


لتمثيل كثير حدود من المرتبة م لمجموعة من النقاط بيانياً والذى يعطى بالشكل 


(2 - 1()5 - 5)دى 
!3 


)5-1( 


3 ٠.٠.٠. 


42 + 


202 


200 


201 


22 


23 


<+ ورتهه + ور - )رم 


حيث أن 


وهي معادلة كثير حدود بالنسبة ل5 


وإذا كانت القيم المعطاه مناسبة تماماً لكثيرة الحدود من الدرجة م فإن الإختلاف من الدرجة م (477) تكون 


متساوية ويكون الإختلاف فى العمود التالى (:487+1) عبارة عن المتتالية الصفرية. 


أما فى حالة إذا ما كان التباعد غير متساوى فإن جدول الإختلاف يعطى على الصوره 


1421 لمت 1 - (نت) 11د 0 1 1 
21 2 

(6 1 20 
(وقرزع 217 

:33 روئة) 2ه 0 / 0 
(دروعد) 11 

ده (2) / 32 
(ة رود) 11 

2 1 ( 


3 311 | 07د - 6ت) زوع ح- نت + [وعد ,]| رمد - إن + [و2] ر ح رمآ 


4 3601 ,261 ,ج36 ,2] 7( - 36) ( 1د - :2) (20 - ع + 
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3) طريقة المربعات الصغرى الخطية 
أ) المربعات الصغرى الخطية 

في بعض الأحيان نتحصل علي معلومات ميدانياً أو معملياً في مختلف | لمجالات العلمية وتكون 
هنالك حاجة للتعبير عن هذه البيانات في شكل معادلة من أجل درستها وتحليلها واستخلاص نتائج منهاء 
طريقة المريعات الضغرى أحد:هذه الطرق التى شيتقدم لإيجاد أفضل ذالة تناسب البيانات المعطي و 
لإستخدام طريقة المربعات الصغرى لابد من تحديد درجة الدالة المتعددة الحدود 

12 ع لا 
ثم يتم حساب الفرق بين قيمة ل التي تمثل البيانات والقيمة التقريبية لإ التي تعطيها هذه المعادلة ويسمي هذا 
الفرق بحد الخطأ أي أن 
لع2) ر, - ( - 1-ر - 4 

نوضح في هذا الجزي كيفية إيجاد أفضل دالة بطريقة المربعات الصغري للدوال الخطية ثم الدوال غير 
الخطية. 
الدوال الخطية في المربعات الصغري 


0 «ا+ ننه در 





إذا كانت العلاقة بين قيم (/,76) المعطاه خطية وإذا عرفنا الدالة 


عر طجه د لآ 
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فالبنسبة الي فروق المحور الصادي بين القيم المعطاة :3 والقيمة التقريبية ,7 


وبتعويض قيمة من معادلة الخط المستقيم ينتج أن 


حيث 1 هو الفرق علي المحور الصاديء سيكون هنالك فرق لكل نقطة من النقاط المعطاة أي 
7 + + ول + ول + /ل 0 


وبجمع هذه الفروق نحصل علي 
0-7 
“(روره + 8000-6 -0 
(7(دط+ ») + رعر ط + ه) 3 2- 07),ة - 
( د ةط جور طه2 + أن جور رز 2 جه :و 2-/7[) ,5 - 
وللحصول علي أصغر قيمة لمجموع المربعات نفضل 0 ونساويه بالصفر 
71 م 
0- )يرط -ه- 2207 02 


0 - عر -)(عر ط-ه- , 2)[7 2 -4 


بقسمة كل من المعادلتين علي (2) وفك المجموع نحصل علي معادلتين إعتيادتين 
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ره - ,1ر02 + بوررؤة 
2010 - مه جورم 
1<-ئز 1-1 


وللحصول علي معادلة الخط المستفيم تكون قيم ال ارج كالأتي 


فل 
1-1 1 - م 7 
2 273 5 1 0 


ب) الأسية 
المعادلات العادية 
0 (108) + وع10 ل( ع برعم[ 0 
ار (6ع08) + 00 (© 108) - لما جر 
ج( دالة القوى 


المعادلات العادية 


ديا ١‏ ض+ ههه ا( ح ديه جر 


26 





عد 1082 529 + دع10 0 (© 108) ح- عه دعه0 در 


3.) طريقة المربعات الصغرى الغيرالخطية 


وهناك أيضاً حالة أخرى من طريقة المربعات الصغرى وذلك فى حالة إذا ما كانت القيم فى صورة غير 


خطية . لنفرض أن لدينا كثيرة حدود من الدرجة 7 


اا رن ل ... لد 3و0 + 01:2 + :3ه ح زو 


1 5-0 دوه 313 


79م -) ند يبه 


(9بنت) (لرندرية 3 


كم ره 


(7رعد-) ( ند يبه 


17ح نل حدر 


- 022 - 0 د مو‎ ١ 


م0 0262 - 


217 


اح 


6 


مر 

مه - ب ١‏ - 0 
1-1 
+ 00 

20-0 2 - س2 - 0 
1-1 
+ 00 

- وه - ,20 9 - سج - 0 

1-1 


حيث تمثل 71 الأرقام الزوجية للقيم (1 + 7 < /2) 


وينكننا كقانة الئناذ!ة الساقة قن ضور تقد فة 


7غ »0 2 م ء: 2 0 20 0 ]ار 
00 1141 3 2 2 م 
ةجر 01 2 : 0 2 
- 02 2 
ار : م . 0 0 2 
17 0 ا 7 1 02 0 0 0 1 0 
ويمكن حل تلك المصفوفة بإستخدام الطرق المعهوده للحل المصفوفات 
3 الأخطاء الناشئة داخل المعادلة 
لنعتبر («)/ ح :رز قياسة مفرده عند ,2 فإن 
(22 + 6د - نت اح ( :2 رح 1 


202 در 
20-20 يي( - بن + هم - 


والسعاالة الناقة هرصبو ره مشباسيلة تايلون 


ولنعتبر الآن كل القيم الممكنه ل خالل - بز 


و20 0-3 
ف فكت 000 - »6 + 0م 9 )2 - 
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6 ال 0 2 تسم - 





ا 5 
5 0 
20ر0 + )م ا 
ملحوظة 
“حول 1027 
8 2 - 27 | 
وت (2) - وتم 
إذا كان 
(8,1) / ح اج 
إذن 


0 2 2 ) - (2)2م 
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الباب الخامس عشر 
نظرية الإحتمالات 
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الباب الخامس عشر 


نظرية الإحتمالات 


5.) الوسط الحسابى: الوسيطء المنوال» المدى 


القيمة المتوسطة أو الوسط الحسابى لمجموعة من القيم هو عبارة عن مجموع تلك القيم مقسوماً على 


إذا كان لدينا العديد من النتائج فيمكننا حساب القيمة المتوسطة لها إذا كان عدد كل عنصر داخل تلك البيانات 
معزت 


11 3 2 3 22717 3 21102 3 110 
01ل 1+7 1+2 11 


- م 


الوسيط هو الرقم الذي يفصل النصف الأعلى من القيم عن النصف الأقل بحيث يتساوى على طرفه عدد القيم 
بعد ترتيبها تصاعدياً أو تنازلياً فإذا كان عدد هذه القيم فردياً فالوسيط هو الرقم النصفي الذي يقسم هذه القيم 


أما إذا كان عدد القيم زوجياً فالوسيط هو الوسط الحسابي لمجموع الرقمين الوسيطيين 
المنوال هو القيمة التى يحدث بها أكثر تكرار فى مجموعة البيانات المعطاه فإذ فرضنا أن لدينا الأعداد 
1217 


المنوال في هذه الحالة -1 لأنه الأكثر تكرارا 


250 


ولو فرضنا أن لدينا جدول يبين فئات وأسفلها التكرارات» نرى أي الفئات أكثر تكرارا ولنفرض أنها الفئة 
من(2-4)ونحسب مركز الفئة 


2 + 4 
- 3 


2 


إذن المدى فى تلك الحالة هو 4 


المذع :هو الفررق بين أكثر: قيمة و أقل قيمة فى مجموغة البيانات المعطاة فعلي سييل المقال |15 كان لديقا 


مجموعة البيانات الآتية 
23,32٠١ 34٠33 ٠» 12 » 40‏ 
فإن المدى لها هو 
8 - 12 - 40 


ومن الواضح أن المدى يهتم فقط بتلك القبٍ لقيمتين ولا يتأثر بالقيم الأخرى ويعتبر من أبسط مقاييس الت لتشتت ولا 


بعتن مقياسن مهم للتشتت:» كلما دقرت قيمة المذئ “قل :تثنت التجموعة فتجموعة القيم 


17434 2 


المدى لها 

0 - 33-13 
أقل تشتت من المجموعة السابقة التي مداها 28 ويصح القول بأن المجموعة الأولى (المدى 28) أكثر تشتت 
من المجموعة الثانية المدى 20 


251 


5)) التباديل والتوافيق 


نرمز لمضروب العدد الصحيح الغير سالب , بالرمز !7 ونعرفه كما يلي 


1 - !0 
و إذا كان 1 < 72 فإن مضروب 7 يعرف بالقاعدة 
(3(02()01) .... (3 -2(062 - 120 - 0م ع ار 
ر- التبدايل 
لتكن 4 مجموعة بها , من العناصر. نعرف تبديل المجموعة 4 بأنه تنظيم لعناصر المجموعة 


في وضع مرتب. إذا أردنا ترتيب © من عناصر المجموعة فنسمي ذلك تبديلا بطول # من المجموعة 4. 


لاحظ أن تباديل المجموعة 4 هي التباديل بطول , من 4. 


عدد التباديل بطول / من مجموعة بها /, عنصرا يساوي 


ع - (1 +ع - 2) )(2 -1()2 -)1 ع 1 .مم 


عدد تباديل المجموعة المؤلفة من 7 عنصر يساوي 
!© - (3(0)2(01) ... (2 -2 )1 - )م ع .)م 
ز- التوافيق 


لتكن 4 مجموعة بها , عنصرا. كل مجموعة جزئية بها / عنصرا من 4 تسمى توفيقا بسعة :/ 
من 4. يستخدم الرمز بص »© أو (59) للدلالة على عدد التوافيق بسعة :م من مجموعة بها 7 عنصرا 
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عدد التوافيق بسعة # من مجموعة بها 7 عنصرا يساوي 


100 - 1200-2 ...03002201( 1 


إل حم اع !1 901 


5)) الإحتمالات والتوقع 


كثيراً ما نستخدم مفهوم الاحتمال في حياتنا اليومية كأن نقول ان احتمال نجاح الطالب في مادة 
الرياضيات 50 96 أو 70 9,0 ويتراوح الإحتمال بين الصفر والواحد. 
إذاً كلما كان الحدث أكثر وقوع أكان الاحتمال أقرب إلى الواحد , وكلما كان الحدث أقل وقوعاً كان الإحتمال 
أقرب إلى الصفر. 
لنرمز إلى إحتمال وقوع الحدث (]) بالرمز (7)157 وإحتمال عدم حدوثه بالرمز (0)11 حيث 

(15) - 1 - (5ل)و0 

وتستخدم كلمة نجاح للإشارة إلى وقوع الحدث وكلمة فشل لعدم وقوعة وللوصول إلى تعريف دقيق 
للإحتمال؛ لا بد من تعريف التجربة والحدث» وتعرف التجربة بأنها عملية تجرى تحت ظروف معينة ولا 
يمكن التنبؤ بنتيجتها بشكل أكيد وللتجربة نتائج محتملة أما الحدث فهو مجموعة النتائج التى لها خصائص 
محددة في المجموعة الكلية للنتائج 20. 
إذا رمزنا إلى عدد النتائج المحتملة ب (77)22 وعدد النتائج (الحالات) المواتية ( التى نحصل عليها نتيجة 
الحدث 1) ب (0)17 يكون إحتمال حدوث الحدث 7 ولنرمز له بالرمز 2 مساوياً لعدد الحالات المواتية 
مقسوماً على عدد الحالات الممكنة وذلك عندما يكون جميع النتائج الممكنة فى 2 الفرصة نفسها فى الحدوث 
أى أن 


7 8ع _ 


لم1 ©©)لار ‏ 
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5 التوقع 
إذا كانت 2 متغيرة عشوائية متقطعة وكانت ,, ... جع ,و , ,ع قيمها الممكنة فإن توقعها 


الرياضى يكتب كما يلى 


. أعاط ح زد ح )2 . مر لد +(22 -)ع82)1. 22 + (21 - )8 . 21 ح ره 1 
(0« ح- 
أما اذا كانت المتغيرة العشوائية مستمرة» دالة احتمالها هي ()/ فان توقعها الرياضي يعطى 


060 


0045 | ح زع ]1 


_ 
6 التوزيعات الإحتمالية 
عند دراستنا للتوزيعات الاحتمالية » نميز بين نوعين من هذه التوزيعات 

س- التوزيعات الاحتمالية للمتغيرات المتقطعة. 

ش-التوزيعات الاحتمالية للمتغيرات المتصلة. 
ويعد توزيع ذى الحدين من أهم التوزيعات الإحتمالية للتغيرات المتقطعة كما يعتبر التوزيع الطبيعى وتوزيع 
ستودينت من أهم التوزيعات الإحتمالية المتصلة. 

» توذيع ذى الحدين 

إن توزيع ذات الحدين أو التوزيع ذا الحدين من التوزيعات الاحتمالية المتقطعة المهمة شائعة 

الاستخدام في كثير من التطبيقات .عندما نجرى تجربة 1 مرة نستخدم متغيراً عشوائياً ا يمثل العدد الكلى 
لمرات وقوع الحدث تحت الشروط الأتيه 

1- عدد المحاوولات - 1 

2- المحاولات مستقلة (نتيجة أي محاولة لا يؤثر ولا يتأثر بنتائج المحاولات الأخرى) 
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3- احتمال النجاح (2<7)5 ثابت لجميع المحاولات 
إن مجموعة القيم الممكنة للمتغير العشوائى )2 هى (2 ... ,140,1-(20)5 


ذال القكلة التحنوال الوقن لمشو لفن م 


11-16 


/ 0 - 8 


ام 1 
|( - ) إلا 
(2) احتمال حدوث الحدث في المحاولة الواحدة للتجربة . 
(0) احتمال عدم حدوثه حيث 1 - 0 + 7 
() عدد مرات تكرار التجربة . 
(!2) وهى عبارة عن حاصل ضرب كل الأعداد الصحيحة من 1 إلى 1 


وعند استخدام توزيع ذي الحدين » فان الوسط الحسابي لمتغير ذي الحدين يساوي 


2-2 
|| 
3 
5 


وتباينة 
0 - 02 
» التوزيع الطبيعى 
يعد التوزيع الطبيعى أو المعتاد أحد الأمثلة المهم للتوزيع الإحتمالى للمتغير التصل ويستخدم هذا 
التوزيع كثيراً فى مجال العينات ويتصفهذا التوزيع بعدة خصائص 


ه المتغير العشوائى المتصل :7 يأخذ قيمأ من م»- إلى مه 
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ه إن شكل منحنى التوزيع الطبيعى يشبة الجرس 

« إن قمة المنحنى تقع عند متوسط المجتمع ,/ و المنحنى متمائل حول ,م إذا كان كل طرف هو صورة 
مطابقة للطرف الآخر 

« يعتمد التوزيع الطبيعى على كلا من متوسط المجتمع ,م وتباين المجتمع 05 لذا يشار إلى هذا التوزيع 
بالرمز (02 ,)7( 


. إن مركز التوزيع يعتمد على يم وشكلة يعتمد على الإنحراف المعيارى 0 


إن دالة كثافة الإحتمال للتوزيع الطبيعى تكتب على الصورة 


*رلوك 8 كدي دك 
1 مس - 00 / 


وهناك ما يسمى بالتوزيع الطبيعى المعيارى وهو توزيع طبيعى متوسطه 0 ح /ر وتباينة (1) ويرمز له 
بالرمز (77)71,0 ويستخدم الرمز 7 للإشارة إلى المتغير العشوائى الذى له توزيع طبيعى ويتم حساب 


إحتمالات أى متغير له توزيع طبيعى من إحتمالات منحنى التوزيع | لطبيعى المعيارى وفقاً للعينة 


2 





ولك 1 
> -060/ 
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» توزيع ستيودنت ( توزيع )) 


عندما يكون تباين المجتمع غير معلوم وحجم العينة صغيراً ( تكون العينة صغيره إذا كان حجمها أقل 


0-0 


ا 


َ 


مثال (1): لتكن (2) 7+ هى دالة كثافة احتمال توزيع زى الحديين معرفة كما يلى 


فأوجد () 74 ( الدالة المولدة للعزوم) 
2 5 + م 11 


ثم أوجد مدرتة (1 > >2)0 ,ردح 2 ) مر 
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7 
0 - 41 - 57 1 
2 9 لم ) 


7 
- (م -])م مح تس (2 


لل سد 


1 


301 5128 128 


2[ )مد مسع.»ه 
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